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42.1 Valovni delci

Videli smo, da se fotoni in elektroni pri nekaterih poskusih vedejo
kot delci in pri drugih kot valovi. Kako si naj to razlagamo? So to
delci ali valovi? Ali morda oboje hkrati? In kaksni so potem opisi
in zakoni njihovega gibanja?

Privla¢na je misel, da so fotoni in elektroni hkrati delci in valovi.
Morda je vsak elektron delec, obdan z nekak$nim stojnim valom.
Predstavljamo si lahko, da morda elektron niha in "trese" prostor
okoli sebe, to je svoje ozadje, in v njem ustvarja svoj pilotski val.
Ta val potem vpliva nazaj na gibanje elektrona. Elektron in njegov
pilotski val sta nerazdruzljiva celota - valovni delec. Ko prileti
elektron na oviro, recimo na dve rezi v zaslonu, gre pilotski val
skozi obe rezi, pri tem interferira sam s seboj in nastali
interferencni val usmeri elektron skozi eno izmed rez. Nato oba
nadaljujeta pot do zaslona. Tako se dogaja z vsemi elektroni, ki
vpadejo na oviro. Vendar se vsak ukloni drugace in na zaslonu
naredi drugo piko. Vsi elektroni skupaj pa zgradijo celotno
interferencno sliko. Podobno velja tudi za druge delce - masne in
brezmasne.

42.2 Makroskopski hodci

Morda lahko nihajoce delce in njihove pilotske valove
poustvarimo z makroskopskimi telesi? V plitvo posodo nalijemo
silikonsko olje in posodo tresemo v navpic¢ni smeri s takSno
frekvenco, da se na gladini pojavijo prvi kapilarni valovi. Potem
frekvenco rahlo znizamo, da valovi izginejo, in na gladino
previdno spustimo milimersko kapljico olja. Kapljica za¢ne
skakati po gladini kot ¢lovek po trampolinu: zaradi tanke plasti
zraka med kapljico in oljem pa se med seboj ne zdruzita. Pri
primerni frekvenci pride kapljica v resonanco z gladino: tedaj se
okoli nje pojavi stojni val. Kapljica jezdi na svojem valu. Kapljica
in njen val tvorita pri tem nerazdruzjivo celoto; re¢emo, da je to
valovni hodec (COUDER).

Valovni hodec niha na tistem mestu v kadi, kamor smo kapljico
spustili. Ko pa ga rahlo potisnemo v izbrano smer, se giblje tja
premo in enakomerno. Delec in val, oba se gibljeta
sinhronizirano.



Sipanje na oviri

Vezano gibanje

Slika 42.1 Gladinski hodec. To je milimetrska
kapljica olja na navpic¢no nihajoci oljni gladini.
Okoli kapljice se izoblikuje stojni val. Kapljica in
val se zdruzno gibljeta premo in nekomerno.
(Bush, 2015)

Postavimo na hodcevo pot oviro z dvema rezama! Hodec vpade
na oviro, njegov pilotski val gre skozi obe rezi, interferira sam s
sabo, potegne kapljico skozi eno rezo in jo nato usmeri v
doloc¢eno smer. Hodec je s tem zarisal svoj tir.

Slika 42.2 Vpad hodca na oviro z dvema rezama.
(Couder, 2006)

Zaporedni hodci, ki jih vse spustimo iz istega mesta z enako
hitrostjo, po prehodu ovire zavijejo v razlicne smeri. To pa zato,
ker drobne razlike v zac¢etnih pogojih in s tem drobne razlike pri
vpadu na oviro kriti¢no vplivajo na prehod. Poglejmo porazdelitev
velikega Stevila uklonjenih tirov po smeri! Potihoma pricakujemo,
da bo podobna, kot ¢e bi na rezi vpadalo ravno valovanje z
valovno dolZino pilotskega vala. Zal izrazitih maksimumov in
minimumov ne uspemo poustvariti.

70 . - - Slika 42.3 Smerna porazdelitev
uklonjenih tirov za dvojno rezo.
Zarisala jo je mnozica 301 enakih
hodcev. Interferen¢nih maksimumov
in minimumov (zal) ne uspe
poustvariti. (Andersen, 2015)
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Dajmo hodca v krozno ogrado in vrtimo nihajoco posodo okoli
navpicne osi! Tir hodca se zdi sprva kaoti¢nen. S¢asoma pa zacne
pilotski val interferirati s svojo brazdo in casovno povprecje tira
pokaze izrazite krozne maksimume. To je statistiCna porazdelitev
hodcevih lokacij po prostoru. Ima obliko osno simetri¢nih stojnih
valov. Razlika med statisticnim stojnim "valovanjem" in pilotskim
valom hodca je oc€itna.
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Slika 42.4 Hodcev tir v krozni ogradi za
razli¢na trajanja. Po dolgem casu se
pokazejo koncentri¢ni krogi, kjer se je
hodec najvec zadrzeval. To je statisticni
stojni "val", ki opisuje "razprSenost"
hodceve lege po prostoru. (Harris, 2013)

Valovni hodci nudijo nazorno sliko o tem, kako se utegnejo gibati
elektroni. Seveda slika ni popolna: hodci se gibljejo v dveh
dimenzijah in njihov pilotni val je vtisnjen v okoliSnjo tekocino.
Elektroni se gibljejo v treh dimenzijah in sredstvo, v katero je
vtisnjen njihov pilotni val, je "prostor". Pri hodcih je izvor tresenja
v ozadju, pri elektronih pa v njih samih. Glavna razlika med
obojima pa je naslednja. Hodce lahko gledamo s svetlobo, ki jo
odbijajo, in jih pri tem ni¢ ne motimo. Elektrone pa lahko
gledamo, v principu, le preko "otipavanja" s fotoni (ali drugimi
delci) in pri tem bolj ali manj mo¢no ter nepredvidljivo
spremenimo njihovo hitrost. Tir, ki ga opazujemo, s tem
razrusimo. Kljub temu pa bomo sliko obdrzali kot vodnico v
nadaljnje raziskave. Ce se bo pokazala za nepravilno, jo bomo pac
spremenili ali zavrgli.

42.3 Ansambli in valovne funkcije

Kam na zaslon bo izsevani elektron po preletu kristala priletel,
tega vnaprej ne vemo. Zadetek je kriticno odvisen od zacetnih
pogojev elektrona in od motenj, ki jih ta dozivi vzdolz svojega
tira. Vemo pa, da mnozica izsevanih "enakih" elektronov na
zaslonu nariSe dolocen vzorec. Oc¢itno je nepredvidljivo gibanje
posamicnih elektronov vendarle taksno, da se v mnozic¢ni
ponovitvi pokorava dolo¢enim zakonitostim.

Namesto da preucujemo enkratno gibanje posami¢nega
elektrona, kar je verjetno brezupno pocetje, raje preucujmo
mnogokratno ponovitev tega gibanja pod istimi pogoji. Idealno bi
to pomenilo, da en in isti elektron znova in znova spravljamo v
isto zaCetno stanje (izhod is topa) in vsakokrat izmerimo, kam na
zaslon vpade. V praksi tega seveda ne moremo narediti. Zato
namesto enega elektrona pripravimo mnozico elektronov v
kolikor se da enakem stanju in delamo poskuse z njimi. Namesto
s posamic¢nim elektronom - v gibanju iz topa proti zaslonu - se
bomo torej ukvarjali z ansamblom takih elektronov/gibanj.
Namesto o tiru posamicnega elektrona r=r(t) pa bomo govorili o
njegovi verjetnostni porazdelitvi po prostoru
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dp (42.1)
p(rt) = v
Ko govorimo o verjetnostni porazdelitvi elektrona v prostoru, se
spomnimo na tole. V elektromagnetnem valovanju je gostota
energijskega toka sorazmerna s kvadratom elektricne poljske
jakosti: j « |E|?. To pomeni, da je tudi pogostost/verjetnost, da v
okolici kaksne tocke zaznamo foton, sorazmerna s kvadratom
elektri¢ne poljske jakostji: dP/dV « |E|2. Predstavljamo si lahko, da
so elektromagnetni valovi nekaksno "pomozno ogrodje", ki
opisuje gibanje ansambla fotonov: kjer je polje mocnejse, se
pojavlja vec fotonov, kjer je SibkejSe, pa manj.

Kaj ne moremo elektronov obravnavati podobno? Postulirajmo
"pomozno ogrodje" za gibanje ansambla elektronov po prostoru -
kompleksno polje ¥(r,t) - in zahtevajmo: verjetnost dP, da se
elektron znajde znotraj prostorninskega elementa dV, znaSa
(BORN)

d—P=|lII|2_ (42.2)

dv
Polje ¥(r,t) poimenujemo valovna funkcija ansambla elektronov.
Zaradi kratkosti bomo vec¢inoma rekli kar valovna funkcija
elektrona. Pri tem se bomo zmeraj zavedali, da je to zgolj
jezikovna olajSava in da se valovna funkcija nanasa na ansambel
in ne na individualni delec. Namesto valovna funkcija bomo
obcasno rekli tudi amplituda stanja ali kar stanje. Verjetnostna
definicija zahteva, da je valovna funkcija normirana:

J1w)2dv=1. (42.3)

Verjetnost, da elektron najdemo kjerkoli, je pac¢ enaka ena. S tem
smo privzeli, da elektroni ne morejo nastati in izginiti.

42.4 Ravni valovi in valovni paketi

NajpreprostejSe je gibanje elektronov, ki posamic izletajo iz
elektronskega topa in nemoteno vpadajo na oddaljeni zaslon.
Kdaj kakSen elektron izleti iz topa, tega ne vemo. Vemo pa, da
ima kineti¢no energijo K=eU. S tem sta doloCeni njegova gibalna
koli¢ina G =v(2mK) in hitrost v = G/m. Prelet poteka po prostoru,
kjer ni elektricnega polja, zato je tam potencialna energija
elektrona enaka ni¢ in njegova mehanska energija E je kar enaka
kineti¢ni energiji. Gibanje ansambla elektronov med topom in
zaslonom opisemo formalno z ravnim valom

Y(x,t) =Aellkx—wh) (42.4)
Z upoStevanjem znanih povezav

G =h/A = hk (42.5)
E=hv=hw



Valovni paketi

dobimo
W(x, t) = AellGx—ED/N (42.6)

To je torej valovna funkcija ansambla prostih elektronov z gibalno
koli¢ino G, pri Cemer E = G?/2m. Verjetnostna gostota znaSa

|W|? = U*W = A? in je neodvisna od ¢asa in kraja, kakor tudi mora
biti: kadarkoli in kjerkoli v curek postavimo primeren merilnik,
zmeraj zaznamo priblizno enako Stevilo elektronov na ¢asovno
enoto. Ker je verjetnostna gostota konstantna vzdolz celotne osi
x, valovne funkcije ne moremo normirati. Zato opisuje zgolj
relativne verjetnosti in ne absolutnih.

Slika 42.5 Valovna funkcija ansambla prostih
delcev. To je kompleksna vijacnica. S ¢asom
se togo pomika vzdolz svoje osi. (Anon)

Ravni val opisuje elektrone z ostro doloceno gibalno koli¢ino in s
popolnoma nedoloceno lego. Vemo pa, da s superpozicijo ravnih
valov razli¢cnih valovnih dolzin lahko zgradimo najrazlicnejsSe
funkcije [28.9]. Poljubno valovno funkcijo ob ¢asu t =0, recimo ji
valovni paket, torej lahko zapiSemo kot
1 _ (42.7)
U(x)=—— ) A(k)e**dk.
0= om S AW
Oblika paketa ¥(x) je odvisna od tega, kaksne utezi A(k)
izberemo. Ce Zelimo sestaviti toéno dolo¢en paket, moramo
izbrati, kot Ze vemo, to¢no dolocene utezi

1
V(21m)

Kaksen pa je stvarni pomen paketa ¥(x)? Slejkoprej pomeni

njegov kvadrat verjetnostno gostoto dP/dx = |¥|?: na intervalu

x £ dx/2 znotraj paketa nastejemo delez dP ansambelskih

elektronov. V paketu pa se ne skrivajo elektroni z enotno gibalno

koli¢ino k, marvec elektroni, ki imajo razli¢ne vrednosti k: eni

imajo taksno, drugi druga¢no. Simetrija enacb vsiljuje zakljucek
£=|A|2. (42.9)
dk

Tudi verjetnostna porazdelitev gibalne koli¢cine mora biti

normirana:

J1AI2dk=1. (42.10)

Valovni paket ¥(x) in njegov spekter A(k) sta torej medsebojni
harmonic¢ni transformiranki. Kot Ze vemo, velja za taki dve

(42.8)

A(k) = Jwoe i dx.
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funkciji povezava [ |¥|2dx = [ |A|2dk. Ce upoStevamo normiranost
obeh funkcij, je to pac¢ oCitno: 1=1.

Ce imamo torej opravka s paketom ¥(x) in Zelimo vedeti, kak3$ne
so gibalne koli¢ine elektronov v njem, izracunamo najprej spekter
A(k) kot harmonic¢no transformacijo ¥(x) in ga nato kvadriramo.
Razli¢ni paketi o¢itno vsebujejo razlicne razpone gibalnih kolic¢in.
Elektroni v takem paketu torej niso "razmazani" zgolj po
prostoru, ampak so "razmazani" tudi po hitrosti. Seveda to ne
pomeni, da je kak individualni elektron ob istem Casu na razlicnih
mestih oziroma da ima ob istem casu razliCne hitrosti, ampak
naslednje. Ce v ansamblu elektronov dolo¢amo lego - bolj v
mislih kot zares -, zaznamo nekatere tu, druge drugje v paketu;
in Ce jim doloCamo hitrost - spet bolj v mislih kot zares -, se
pokaze pri enih taka, pri drugih drugacna. Kaksno lego in kaksno
hitrost elektrona bomo izmerili v posami¢nem primeru, vnaprej
ne moremo napovedati. Izracunamo lahko le verjetnosti za
izmerke.

42.5 Razmazanost gibanja

Pa izberimo primeren razsip gibalnih koli¢in A(k) in poglejmo,
kaksen je ustrezni valovni paket ¥(x)! Priro¢na izbira je
standardni razsip A(k) « exp —(k — ko)?/40%2. Njegova harmoni¢na
transformacija je W(x)  exp ikox - exp —x20%2. Ce zapiSemo

ok =1/40,2, vidimo, da smo dobili standardno moduliran ravni
val. Disperzija gibalne koli¢ine in disperzija lege sta med seboj
povezani:

oxox=1/2. (42.11)

Cim $irsi je valovni paket, tem oZji razpon hitrosti najdemo v
njem. V neskon¢nem ravnem valu je hitrost enovita, kakor tudi
mora biti.

Slika 42.6 Valovni paket ¥(x) s standardnim spektrom A(k). Prikazana je le
realna komponenta paketa. (Anon)

Standardni paket vsebuje ravne valove z razli¢nimi valovnimi
vektorji, ki pripadajo razli¢cnim hitrostim elektronov:

expi(kx — wt) = expik(x — wt/k), w/k = G/2m =v. Zato se ti ravni
valovi tudi razlicno hitro gibljejo. Standardni paket se zato giblje,
hkrati pa se mu tudi spreminja oblika. Pricakujemo, da se njegova
prostorska disperzija veca, zaradi normiranosti pa se mu vrh
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niza. Hitrejsi ansambelski elektroni pac¢ bezijo naprej, pocasnejsi
pa zaostajajo.

Kaj pa valovni paketi drugacnih oblik? Tudi oni imajo disperzijo
lege in gibalne kolic¢ine:

Ax? = {(x = {(x))?) = (x*) = (x)? (42.12)
AG?*=((G—(G)*) =(G*) - (G)?,

pri ¢emer je (F(x)) = [F(x) |¥(x)|>dx in (F(G)) = [F(G) |A(G)|?>dG.
Brez izgube sploSnosti privzamemo, da sta povprecji (x) in (G)
enaki ni¢, kar dosezemo s primernim zamikom koordinat. Tako
dobimo Ax2 = [ x2|W(x)|2dx in AG? = [ G2]A(G)|?dG. — Uvedemo
okrajSavi fix) = x¥(x) in g(G) = GA(G). Potem velja Ax? = [ |f(x)|?dx
in AG? = [|g(G)|*dG. — K funkciji g(G) uvedemo obratno
harmonic¢no transformiranko h(x) =

(1/V(2mh)) [ g(G) exp (iGx/h) dG. Integracija po delih da

h(x) = —ihd/dx ¥(x). — Po energijskem izreku velja

[19(G)|?dG = [ |h(x)|?dx, zato AG? = [ |h(x)|?> dx. — Za poljubni
kompleksni funkciji fin h velja (kakor se prepricamo posebej)
"trikotniSka neenakost" [ f¥fdx- [ h*h dx = |f f*h dx|?. Oznacimo
z=[f*hdx in z* = [ h*fdx. Ker |z|? = Re(2)? + Im(2)? = Im(2)? =

((z — 2%)/2i)?, lahko zapiSemo

|f f¥h dx|? = ((J f*g dx — [ g*fdx)/2i)%2. — Z nekaj truda izraCunamo
[ f*gdx — [ g*fdx =ih. Nato zlozimo skupaj vse delne rezultate in
dobimo Ax2? AG? = (ih/2i)? oziroma (HEISENBERG)

A AG>h (42.13)
xAG=—.
2

Produkt razprSenosti lege in gibalne koli¢ine je za vsak paket
vecji od h/2. Posebej je odlikovan normalni paket, pri katerem je
produkt razprSenosti najmanjsi. Pri tridimenzionalnih paketih
velja zapisana relacija razprsenosti za vsako smer in ustrezno
komponento gibalne koli¢ine posebej.

Elektronski paket v vodikovem atomu ima razprsenost lege in
razprSenost gibalne koli¢ine. Privzemimo, da je radij atoma vecji
od razprsenosti lege: r=Ax (1) in da je gibalna koli¢ina elektrona
vecja od svoje razprsenosti: G = AG = h/2r (2). Energija atoma
znasa E = G?/2m —q?/r (3). 1z (2) izrazimo radij r=h/G (4), ga
vstavimo v (3) in dobimo E = G%/2m — q*G/h (5). Poi$¢emo
minimum te energije, torej resitev enacbe dE/dG =0, in dobimo

G = g*m/h. Vstavitev v (4) in (5) da polmer in ionizacijsko energijo
vodikovega atoma:

h? (42.14)
r=—
mq
ma*
E=- ma
2h2
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Rezultat je tocno tak kot pri planetarnem modelu atoma [41.9], to
je 0,53Ain —13,6eV.

42.6 Kvantni gibalni zakon

Kakor elektromagnetni valovi zadosScajo klasi¢ni valovni enacbi,
tako pricakujemo, da tudi valovne funkcije ansambla elektronov -
prostih ali v polju sil - zadosc¢ajo neki kvantni valovni enacbi.
Poisc¢imo jo!

Najpreprostejse je gibanje prostega delca vzdolz osi x.
Kakrsnokoli Ze je to gibanje, k energiji delca prispeva zgolj
njegova kineti¢na energija: E = G2/2m. Enacbo pomnozimo s
poljubno valovno funkcijo: E - W(x,t) = G2/2m - W(x,t). Ce je ta
funkcija ravni val ¥ = expi(Gx — Et)/h, potem vidimo
E-W=ihoW/ot in G%/2m- W = —h?%/2m 8*W/ax?, torej:

oV h? 9°W (42.15)

ih = .
at 2m ox>?
Zapisana enacCba zagotovo velja za kakrsenkoli ravni val. Velja pa
tudi za vsoto dveh ali ve¢ ravnih valov, na primer a¥; + b¥,, v kar
se prepricamo z neposredno substitucijo. To pomeni, da velja tudi
za poljuben valovni paket, saj je ta sestavljen iz samih ravnih
valov. Zato lahko zadevo obrnemo in recemo: tule je enacba, ki
opisuje gibanje valovnih paketov; ¢e poznamo valovni paket ob
nekem cCasu, enacba napoveduje njegovo prihodnost. Posplositev
na tri dimenzije je preprosta:
L ov h? (42.16)
ih—=—-—V2y,
at 2m
Gibanje prostega delca ni preve¢ zanimivo. Mnogo pomembnejse
je gibanje delca v polju sil, zlasti v elektrostaticnem polju znotraj
atomov. Energija delca v takem polju je vsota njegove kineti¢ne in
potencialne energije: E = G%/2m + W. Na podoben nacin kot pri
prostem delcu dobimo
ov h? 9°W (42.17)

ih— == — " + W)W
at 2m 9x? )

oziroma v treh dimenzijah (SCHRODINGER)

L ov h? (42.18)
ih—=—-—VU+Wnv.
at 2m

To je iskani kvantni gibalni zakon za ansambel delcev v
potencialnem polju, recimo za elektrone v mnozici vodikovih
atomov. Opisuje, kako se zacetni valovni paket ansambla
spreminja s ¢asom. Zakona nismo (deduktivno) izpeljali iz kakSnih
postulatov, ampak smo ga (induktivno) postavili z bolj ali manj
upravicenim posplosevanjem delnih spoznanj. Drugace tudi ne
gre: osnovnih zakonov pa¢ ne moremo izpeljati iz nicesar; ce bi
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jih lahko, bi prenehali biti osnovni zakoni. Ali je pravkar
postavljeni zakon pravilen ali ne, pa bomo sodili na podlagi
njegovih napovedi oziroma posledic.

Ko se valovni paket giblje ali deformira, se v tockah prostora
spreminja tamkajSnja verjetnostna gostota. Sprememba gostote
zna$a ap/at = a/ot (P*W) = W*¥'¥ + w*P'. Casovni odvod ¥ izrazimo
iz gibalne enacbe in ¢asovni odvod ¥*' iz konjugirane gibalne
enacbe (zamenjamo ¥ — WU* ter i —» —i), pa dobimo dp/ot =
(h/2mi) (V2W*W — W*Y2W), Izraz v oklepaju zapiSemo kot
V- (U*VY — UVP*), Lokalna sprememba gostote je torej enaka
divergenci gostote toka

op (42.19)

—+V-j=0
ot 1

j= i (T'VY — WV ),
2mi

To je kontinuitetna enacba za verjetnost. Integracija po
prostornini pove [dp/atdV = [V -jdV. Leva stran je enaka
d/dt fpdV in desna [jdS. Z besedami: pretok verjetnosti skozi
zaprto ploskev je enak spremembi zaobjete verjetnosti. Tako tudi
mora biti, saj elektroni ne nastajajo in ne izginjajo. Posebej za
ravni val dobimo p = |A?| in j = |A?%|G/m, iz Cesar sledi j = pv.
Verjetnostna gostota in gostota verjetnostnega toka sta povezani
na enak nacin kot Stevilcna gostota in gostota Stevilcnega toka.
To seveda ni ni¢ ¢udnega, saj smo verjetnost lege posami¢nega
delca pravzaprav definirali kot Stevilcno gostoto v ansamblu
delcev.

42.7 Lastne funkcije energije

Poizkusimo poiskati pakete/stanja, v katerih je verjetnostna
gostota neodvisna od casa. Tedaj mora imeti valovna funkcija
obliko

U(x,t) = y(x) e ¢, (42.20)

saj je |exp (—iwt)|? = 1. Takim stanjem rec¢emo stacionarna stanja.
Ker je njihova frekvenca ostro dolocena, je takSna tudi njihova
energija E = hw. Zapisano valovno funkcijo vstavimo v kvantni
gibalni zakon (42.17) in dobimo

h? 9%y (42.21)

_ﬂ ﬁ+[W(X)—E]W=O

oziroma v treh dimenzijah (SCHRODINGER)

h? (42.22)
- — V2y+[W(r)-E]ly=0.
2m
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Lastne funkcije
energije

To je stacionarna valovna enacba. V njej nastopa poleg neznane
valovne funkcije tudi neznana energija. Enacba doloca, kakSne so
stacionarna stanja ansambla delcev v predpisanem potencialu.

Ni vsaka valovna funkcija, ki zadosca stacionarni valovni enacbi,
ze kar sprejemljiva. Njen verjetnostni pomen zahteva, da mora
biti enolicna, omejena in kvadratno integrabilna. Nadalje je prvi
odvod funkcije povezan z gibalno koli¢ino in drugi s kineti¢no
energijo, ki morata biti obe enoli¢ni in kon¢ni, zato mora biti
funkcija Se gladka, to je, ne sme imeti skokov ali lomov.

Prosti elektroni v curku imajo lahko kakrsnokoli energijo. Za
elektrone, zaprte v atomih, pa vemo, da imajo le diskretne
vrednosti energije. To nas navaja na naslednjo domnevo.
Stacionarna valovna enacba za vezani delec v danem potencialu
W(x) je podvrzena tako zahtevnim robnim pogojem, da ji
zadoScajo le izbrane energije E,, in njim ustrezajoCe izbrane
valovne funkcije y,(x). Poimenujemo jih lastne energije in lastne
funkcije energije. Drugac¢nemu potencialu pa ustreza drug nabor
lastnih energij in lastnih funkcij. Vezani elektron je torej lahko v
tem ali onem cistem stanju

U(x,t) = yu(x) e iEnt/h (42.23)

ali pa v kakrsnikoli linearni kombinaciji dveh ali vec¢ ¢istih stanj,
to je v mesanem stanju:

W(x,t) = D, CaWn(x) e iEnt/h (42.24)

Cisto stanje si razlagamo tako, da je vsak ansambelski elektron v
istem stanju, na primer y,, in ima isto energijo, namrec E;. Pod
mesanim stanjem pa razumemo, da je, na primer, nekaj
ansambelskih elektronov v stanju y; z energijo E; in nekaj v
stanju y, z energijo E,. Kakor torej posamicen elektron ni hkrati
na dveh mestih in nima hkrati dveh hitrosti, tako tudi nima hkrati
dveh energij. Ce bi ansambel lahko sestavili iz zaporednih
meritev istega elektrona v enakem mesanem stanju, bi dobili zdaj
tako, drugic¢ drugacno cisto stanje/energijo. MeSano stanje tudi ni
vec stacionarno, saj posamezne funkcije y,(x) ne nihajo sinhrono.
Verjetnostna gostota se zato s Casom spreminja - ansambelski
paket se deformira oziroma giblje.

Izracunajmo Se gostoto verjetnosti za meSano stanje. Ta znasSa
UHY = (3 cp¥ exp(iE t/h)wn*): G cmexp(—iExt/h) ), kar uredimo v

(42.25)
TP =D > ey, e EmEnh y kg

n m

Verjetnostna gostota paketa torej niha s frekvencami, ki so
podane z razlikami energij E,, — E, med Cistimi stanji. Nazorno si
predstavljamo, da je z verjetnostno gostoto elektrona v atomu
opisana tudi njegova gostota naboja. Potem vidimo: kakor niha



Ortogonalnost lastnih
funkcij

Razvoj po lastnih
funkcijah

gostota naboja, tako niha tudi izsevana svetloba. Crtasti sevalni
spektri naravno sledijo iz energijskih stanj paketa.

Dobro bi bilo Se raziskati, kaksni so produkti lastnih funkcij
Wn*ym. Za zaCetek naj bosta izbrani funkciji v, in y,, realni.
Vemo, da zadoScata isti stacionarni valovni enacbi

—h22mV2y, + Wy, = E,y, in —h22mV2y, + Wy, = Epym. Prvo
enacbo pomnozimo s y,, in drugo s y,, potem drugo enacbho
odstejemo od prve in dobljeno razliko integriramo po vsem
prostoru: —h22m [ (ymV2y, — v V2y,,) AV = (E,— Ep) [ Ymy,dV.
Levi integrand spremenimo v divergenco V(y,,Vy, — y,Vyp,).
Prostorninski integral divergence lahko spremenimo v integral po
objemajoci ploskvi. Na tej ploskvi, Ce je zelo dale¢, pa so valovne
funkcije enake nic, s tem pa postane nic tudi integral. Sledi, da je
tudi desna stran enacbe enaka nic¢. Ker je E, razlicen od E,,, mora
veljati [y, dV =0, ¢e n # m. ReCemo, da sta funkciji
ortogonalni. Na podoben nacin pokazemo, da ortogonalnost velja
tudi za kompleksne funkcije, pri Cemer

Jwp*y,dV=0,Cen=m. (42.26)

Ce torej zapisano gostoto ¥*¥ integriramo po vsem prostoru, so
integrali y,*y,, razlicni od ni¢ samo takrat, ko n = m. Zaradi
normiranosti je vsak enak ena. Tako ugotovimo

Dleal?=1. (42.27)

Verjetnosti se seStevajo. Zato je verjetnost, da paketu izmerimo
energijo E,, enaka

P(E,) = |cq|?, (42.28)
povprecje vseh razli¢nih izmerkov pa znaSa (E) =3 |c,|2Ep.

Sestavljanje ortogonalnih lastnih funkcij energije v mesano stanje
spominja na sestavljanje harmonicnih valov v njihovo
superpozicijo. Takoj se porodi misel, da je mozno tudi obratno:
morda lahko kakrsnokoli stanje ¥(x,0) razvijemo v utezeno vsoto
ortogonalnih lastnih funkcij energije, torej ¥(x,0) =3 chwn(x), pri
¢emer so koeficienti razvoja podani kot ¢, = [ y,*¥dV. Ce je to
res - in privzeli bomo, da je - potem lahko s primerno izbiro
koeficientov opisemo kakrsnokoli razporeditev delcev v prostoru
ob zaCetnem casu t = 0, nadaljni razvoj pa je enoli¢no dolocen kot
Y(x,t) =S coypn(x)eifnt’ Tezava je seveda v tem, da moramo
poznati lastne funkcije energije za aktualni potencial.

42.8 Sipanje na potencialni oviri

Do sedaj smo dolocili le valovne funkcije ansambla elektronov za
gibanje v prostoru, kjer ni bilo elektricnega potenciala; to so bili
ravni valovi oziroma njihove superpozicije. Ugotovitve veljajo v
nespremenjeni obliki tudi za gibanje v konstantnem potencialu.
Saj tam ne delujejo na delec nobene sile.

11



Potencialna stopnica

Odboj in prepustnost
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Tuneliranje delca

Zdaj je napocil cas, da pogledamo, kaksne so valovne funkcije pri
gibanju elektronov v prostorsko spremenljivih poljih potenciala.
Loc¢imo dve kvalitativno razli¢ni vrsti gibanj: v prvem primeru
prileti elektron od zunaj na potencialno spremembo, recimo pri
vpadu na "rob" atoma, v drugem pa je elektron ujet znotraj
potencialne jame, recimo v "notranjosti" atoma. Govorimo o
sipanju in o vezanem gibanju elektrona.

Za obravnavo sipanja izberemo najpreprostejsi primer: vpad
elektrona na stopnicast potencialni klanec: na intervalu x <0
znasa W= 0, na intervalu x > 0 pa W= W,. Pricakujemo, da bomo
tako spoznali tipi¢ne lastnosti sipanja tudi na drugih, bolj
zapletenih potencialnih ovirah.

Slika 42.7 Vpad delcev na potencialno

M stopnico. Stopnica je nizja od kineti¢ne
I | energije delca. Na stopnici se nekaj delcev
odbije in nekaj se jih prepusti. (Thomas, D.)

1

Naj elektroni vpadajo na klanec z leve strani. Dopustimo
moznost, da se elektron na klancu odbije ali prepusti, kakor nas
uci svetloba. Za elektron - vpadni, odbiti ali prepusceni - je
mehanska energija, to je vsota njegove kineti¢ne in potencialne
energije, med letom vedno konstantna: G2/2m + W=E. Iz tega
sledi, kako je gibalna koli¢ina elektrona odvisna od potenciala, v
katerem se giblje: G =v(2m(E — W)). Podobno velja za valovni
vektor k = G/h: na levi strani znasa k; = V(2mE/h?) in na desni

ko =v(2m(E — W)/h?). Valovna funkcija na levi je vsota ravnega
vpadnega in ravnega odbitega vala: y; = exp (ik1x) + Rexp (—ikix).
Amplitudo vpadnega vala smo postavili na 1. Valovna funkcija na
desni pa pripada ravnemu prepusc¢enemu valu: y, = Texp (ikyx).
Na mestu potencialnega skoka pri x =0 morata biti leva in desna
valovna funkcija enaki: y; = y,. Prav tako morata biti enaka njuna
prva odvoda: ay1/dx = dy,/ax. V tadva pogoja vstavimo obe valovni
funkciji in dobimo dve enacbi za koeficienta R in T. Iz njiju
izraCunamo:

o kimka (42.29)
Ky + ks
2k,
Tkt kg

Verjetnost odboja znasa P, = |R|?. Ker se Stevilo elektronov
ohranja, znaSa verjetnost prepusta Py=1 —P;.

Z racunom smo pravzaprav zajeli dva primera: energija
vpadajocih elektronov je vecja od potencialnega skoka ali pa je
manjsa. V prvem primeru sta valovna vektorja na obeh straneh
realna, prav tako amplitudi R in T. Imamo odboj in prepustnost. V


pict3c/step1.gif
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Neskoncna
potencialna jama

drugem primeru pa postane k; imaginaren. ZapiSemo

ko =v(2m(E — W)) = iv(2m(W — E)) =ik, s Cimer postane
prepuscena valovna funkcija y, = Texp (—kx). Ta hitro pojema z
razdaljo. Verjetnost odboja je v tem primeru P,=R*R =1 in
verjetnost prepusta P, =0.

Slika 42.8 Vpad delcev na potencialno
stopnico. Stopnica je viSja od kineti¢ne

I
| energije delca. Vsi delci se odbijejo, nekateri
E pa predtem tunelirajo v stopnico. (Thomas,
D.)
.

Elektroni se torej pri vpadu na potencialni klanec vedejo Cisto
drugace kot klasi¢ni delci. Klasi¢ni delci z dovolj energije se vsi
povzpnejo ¢ez klanec in nadaljujejo pot. Ce energije nimajo
dovolj, se pa vsi obrnejo nazaj Se pred vrhom. Kvantni delci pa se
deloma odbijejo, tudi ¢e imajo dovolj energije. Ce energije nimajo
dovolj, se pa kljub temu deloma povzpnejo preko vrha klanca in
se Sele od tam odbijejo. Recemo, da elektroni tunelirajo v
stopnico. Ce bi bila ta kratka, bi na drugi strani celo prisli ven in
nadaljevali pot.

42.9 Gibanje v potencialni jami

Najpreprostejsi primer vezanega gibanja je elektron v neskonc¢ni
potencialni jami: na intervalu [0, D] znasa W =0 in zunaj W = .

e oo Slika 42.9 Gibanje delca v neskon¢ni potencialni jami.
Vrisane so lastne valovne funkcije energije. (Anon)

) <

-ﬂ—l-—h—

Lastne valovne funkcije energije v jami so dolocene s stacionarno
valovno enacbo h%/2m y" + Ey = 0. To je dobro znana enacba

y" + w? y =0 s konstanto w? =2mE/h?%. Njene resitve so sin wx in
cos wx. Zahtevamo, da je y na robovih enaka ni¢. Ni namrec¢
mogoce, da bi delec imel kje neskoncno veliko potencialno
energijo. Pogoju na levem robu ustrezemo z izbiro funkcije sinus.
Pogoju na desnem robu pa ustrezemo s pogojem sin wD = 0, torej
wD=n/2,n=1,2,3...To seveda pomeni, da so lastne energije
delca

(42.30)

h? no
E.=—(—), n=1,2,3...
2m D

13
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in (nenormirane) lastne funkcije

nm (42.31)
Wn=SinBX. n=1,2,3...

Zdaj vidimo, kako racuni vodijo do diskretnih valovnih funkcij in
do diskretnih energij: tako, da moznim valovnim resitvam
predpiseme dolo¢ene robne pogoje. Enega izmed teh smo
pravkar spoznali: v podroc¢ju neskoncéno velike potencialne
energije mora biti valovna funkcija enaka nic.

Naj bo ansambel zaprtih delcev v kakSnem izmed ¢istih stanj, na
primer v osnovnem stanju n =1 z valovno funkcijo

W =sin (nx/D) exp (—iE t/h). Stanje ansambla je tedaj opisana z
verjetnostno gostoto |¥|? = |y;|? = sin? (mx/D) in se s ¢asom ne
spreminja. Mislimo si, da kakemu ansambelskemu delcu
izmerimo energijo na primeren nacin. Meritev bi pokazala E;.
Pravzaprav je res obratno: ¢e izmerimo E;, potem vemo, da je bil
delec v stanju y;.

|‘P|2 Slika 42.10 Verjetnostna gostota za delec v
potencialni jami. Prikazani sta gostoti v dveh
Cistih stanjih ¥ (modro) in ¥y (zeleno). V
Cistem stanju se gostota ne spreminja s

14
7N ¢asom.

VAVAN

razdalja T

Delci pa so seveda lahko tudi v meSanem stanju, recimo v takem
z valovno funkcijo ¥ = sin (r1x/D) exp (—iE t/h) +

sin (2mx/D) exp (—iE,t/h). To ni ve¢ lastna funkcija in verjetnostna
gostota |¥|? = sin? (x/D) + sin? (2nx/D) +

2sin (11x/D) sin(2mx/D) cos (E, — E1)t/h se zato s casom spreminja. V
ansamblu delcev v takem stanju bi izmerili posamic E; ali E; in
sicer v enakih relativnih delezih

[ |2 Slika 42.11 Verjetnostna gostota za delec v
potencialni jami. Prikazna je gostota v
=0 =T2 metanem stanju ¥ + ¥,. Gostota se s casom
periodi¢no spreminja.
14
razdalja n

Kaksna pa je gibalna koli¢ina delca v potencialni jami? Ker

E =G?/2m, sledi G =v(2mE). Vstavimo izraz za energijo in dobimo
G==xh(mn/D),n=1,2,... Vosnovnem stanju je G = * h(11/D). Pol
delcev v ansamblu se giblje v desno, pol v levo. Posamicen delec
torej ne miruje, ampak se giblje. OZja kot je jama, hitreje se v njej
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giblje. Gibanje je razmazano, kakor tudi mora biti: AxAG ~

Dhn/D = nh = h/2. Ce je ansambel delcev v vi§jem stanju, imajo
delci veéjo gibalno koli¢ino. Ce je v meSanem stanju, pa ima nekaj
delcev taksno, nekaj pa drugacno.

Ce ima potencialna jama konéno globino, priéakujemo, da
valovne funkcije na robovih niso ni¢, ampak da eksponentno
tunelirajo v steno. Saj nas to uci sipanje na visoki oviri. Pri tem se
morajo notranji sinusi rahlo deformirati, tako da se gladko
raztegnejo Cez robove v eksponentne repke. Temu ustrezno se
morajo prilagoditi tudi lastne energije. Brez racunanja smo torej
izdelali kvalitativno sliko valovnih funkcij v kon¢ni potencialni
jami.

Slika 42.12 Gibanje delca v kon¢ni potencialni jami.
Vrisane so lastne valovne funkcije energije. (Anon)

E

=
—

a

\

Spekuliramo lahko celo naprej. Vidimo namrec, da v potencialni
jami Stevilo n podaja Stevilo vozlis¢ valovne funkcije. Osnovno
stanje z najnizjo energijo odgovarja funkciji brez vozlis¢. Vsaka
naslednja reSitev pa ima za eno vecje stevilo vozliS¢. Privlacna je
misel, da to velja tudi za bolj sploSne potencialne jame, take, ki
imajo poSevne stene.

42.10 Harmonicni oscilator

Najpreprostejse "realisticno" vezano gibanje delca je tisto, ko ta
delec harmoni¢no niha pod vplivom elasti¢ne sile F = —kx. To silo
predstavimo s potencialom F = —aW/ax, torej

W =1/,kx? =1/;mw?x?. Pri tem je m masa delca in w njegova
frekvenca. Tako nihajo - po klasicni teoriji - atomi v molekulah in
kristalih. Koristno bi bilo, ¢e bi o tem gibanju kaj vec¢ vedeli. Za to
moramo resiti valovno enacbo

(42.32)

Preden se lotimo reSevanja, preoblikujmo enacbho v
brezdimenzijsko obliko. Opazimo, da ima koli¢ina m?w?/h?
dimenzijo (dolzina)~4, zato definiramo a = V(h/mw), ki ima
dimenzijo dolzine. Za neodvisno spremenljivko nato uvedemo

p =x/a. Energijo pa normiramo kot £ = 2E/hw. S tem se valovna
enacba polep$a v brezdimenzijsko obliko d?y/dp? = (p? — &)y (1).

15
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Osrednji polinom

Lastne energije

Lastne funkcije

Za velike vrednosti p velja (p? — €) » p? in enacba se poenostavi v
d2y/dp? = p2y. Poskusimo jo resiti z eksponentnim nastavkom

w = exp (Ap?/2). Vstavitev v enacbo pove A2 =1, torej A = + 1, zato
w =Aexp (0%/2) + Bexp (—p?/2). Prvi ¢len narasca v neskoncnost,
zato ni sprejemljiv in ga zavrzemo. ReSitev na celotnem obmodcju
zato iS¢emo z nastavkom y = s(p) exp (—p?/2). Ko ga vstavimo v
(1), dobimo d?s/dp?—2pds/dp+ (e —1)=0 (2).

Spomnimo se, da ima n-ta vzbujena valovna funkcija v jami n
vozliS¢, zato je smiselno iskati reSitev v obliki polinoma stopnje n,
torej s(p) = Eajpf. Ce ta nastavek vstavimo v (2), dobimo

SIG+ 1) +2)aj+2— (2j+ 1 —€)ajlp/ = 0. Vsak koeficient mora biti
enak ni¢, kar pomeni aj;, =[(2j + 1 —¢€)/(j + 1)(j + 2)]a;. To je
rekurzijska povezava iz poljubnih zacetnih g in a; za vse
naslednike. Vsi sodi a-ji so nasledniki g in vsi lihi a-ji so
nasledniki a;.

Rekurzijska veriga - soda ali liha - se mora ustaviti prij=n, to je,
vsi njeni nadaljnji ¢leni morajo biti enaki ni¢. To dosezemo z
zahtevo 2n+ 1 —e=0, iz Cesar sledi € =2n + 1 oziroma
(SCHRODINGER)

1 (42.33)
En=hw(n+5), n=0,1,2,3....

Delec v harmoni¢nem potencialu ima torej kvantizirane energije,
kakor tudi mora biti. V osnovnem stanju ima energijo Ey = hw/2.
Razmiki med energijskimi nivoji so enakomerni.

Dolociti moramo Se lastne funkcije. Iz vsega povedanega
povzamemo

n (42.34)
() =( >, app) e‘92/2=Hn(p) e‘PZ/Z, p =V(mw/h)x
j=0
2(G—n)

Qjyr=—————0qj.
TG nG+2)

Izradunajmo prvih nekaj (nenormiranih) lastnih funkcij! Ce je n
sod, postavimo ag = 1 in vse lihe koeficiente na ni¢. Ce je n lih,
postavimo a; =1 in vse sode koeficiente na ni¢. Tako dobimo, kot
primer

yo=e P12 (42.35)
yr=per °2,
Po potrebi funkcije Se normiramo. Polinom H, je stopnje n in

vsebuje samo sode ali samo lihe potence. Tem polinomom recemo
harmonic¢ni polinomi.



Valovna enacba zanj

Locitev radialnega
dela

Locitev polarnega in
azimutnega dela

E Slika 42.13 Lastne funkcije v
r ' harmoni¢nem oscilatorju. (Anon)

Vse, kar smo prej povedali o Cistih in mesSanih stanjih za delec v
pravokotni potencialni jami, velja z ustreznimi spremembami tudi
za delec v harmonicni jami.

42.11 Enoelektronski atom

PoiS¢imo sedaj energijske nivoje in lastne funkcije energije za
vodikov atom. Potencialna energija elektrona z nabojem
q = e/V(4megp) v elektrostaticnem polju jedra z nabojem g znasa
W(r) = —q?/r. Valovna enacba se zato glasi
—h? 2 42.36
vy -Ly=Ey. ( )
2m r
Operator V2 zapiSemo - na Ze znani nacin - v polarnih
koordinatah in dobimo
1 %y (42.37)

i) i)
2 (sin@ Xy ——— ¥,

109 Ay
)+ X X
rior  ar r?sin0 a0 a0 r?sin? 0 agp?

__(T'2

M Es Y=o
h2 P =

Enacba je strasljiva. Resitev iS¢emo v obliki produkta dveh
funkcij, od katerih je ena odvisna zgolj od radija in druga zgolj od
smeri

w(r,0,90) =R(NY(6,9). (42.38)

Zapisani produkt vstavimo v (42.37), izvleCemo "konstantne"
faktorje izpod odvajanj, mnozimo z r? in delimo z RY ter zapiSemo
radialne Clene na levi, krogelne pa na desni strani enacbe. Levi
del je odvisen le od r, desni le od 0 in ¢. Za vse toCke prostora sta
lahko medsebojno enaka le, Ce je vsak zase enak isti konstanti A,
torej

d dR 2mr? q> (42.39)
+ (E+—)R—AR=0
r

1 d . dy 1 d?%y
— —(sin@ — )+ ——-— +AY=0.

sin6 do d0 "~  sin?0 d¢?
Pridelali smo dve enacbi, radialno in krogelno. Slednja Se vedno
vsebuje dve spremenljivki, 6 in ¢. Potrebna je njena nadaljnja
loc¢itev. Ravnamo tako kot prej. Z nastavkom
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Resitev azimutne
enacbe

Resitev polarne
enacbe

Y(6,9) =0(0)2(p) (42.40)

razcepimo smerno enacbo v polarno in azimutno enacbo, pri
cemer vpeljemo konstanto B, in po majhni preureditvi dobimo

1 d de B (42.41)
— —(sinf — )+A — — =0

sin6 d6 do sin?0
20

— +B®=0.

dg?

Resiti moramo torej tri enacbe: radialno, polarno in azimutno.
Zacnimo z zadnjo, ki je najpreprostejSa. Njena reSitev je

@ = ¢y exp (img) + ¢, exp (—img), pricemer B = m2. "Greenwiski
meridian" atoma lahko postavimo kjerkoli, zato udobno izberemo
c, =0. Zahtevamo Se, da je azimutna funkcija enoli¢na, to je

@(0) = @(2m), zato mora biti m celo Stevilo. Torej
(nenormalizirano)

Op(p)=em? ,m=0,+1,+2,+£3.... (42.42)

Sledi polarna enacba. Vanjo vstavimo B = m?. Nato uvedemo novo
spremenljivko x = cos 0, s ¢Cimer prevedemo iskanje funkcije © (0)
na iskanje nove funkcije P(x):

6(0) = P(cos0) = P(x) . (42.43)

Diferencial d/d6 = dx/d6 -d/dx = —sin 6 d/dx pridela, ob uporabi
identitete sin?0 =1 —cos?6 = 1 — x?, enacbo

dzp dpP m? (42.44)

(1-x3)— —2x— + (A — YP=0.

dx? dx 1—x2
Zal koeficienti niso konstante, zato ne vidimo, kako bi enacbo
resili. Na sreco pa je resitev ze poznana (iz Studija stojnega
valovanja na krogelni opni, s katerim se mi nismo ukvarjali); to je
modificirana potenc¢na vrsta

* © (42.45)
P()=(1=xH)M2[ > ax¥+ 3 azs+1x¥+1]
j=0 j=0
G+m)G+m+1)—A (42.46)

AL TYFING YA

Pri neugodni vrednosti A lahko postane vrsta na definicijskem
intervalu x €[—1, 1] neomejena. Da se to ne zgodi, mora kakSen
koeficient pri rekurziji postati ni¢; potem postanejo tudi vsi
naslednji koeficienti enaki ni¢, vrsta postane polinom in
nevarnost je odpravljena. Vidimo, da koeficient aj;, postane nic,
ce j+m)(j+m+1)—A=0. To pa se zgodi, Ce za j+ m =1 velja
A =I(+1). Dovoljene vrednosti so torej

A=I11+1) ,1=0,1,2...in|m|=I. (42.47)



Resitev radialne
enacbe

Za izbrani I in m se torej vrsta P(x) okrajSa v polarni polinom
P;n(x). Prvih nekaj polinomov, izracunanih z rekurzijo iz ap=1 in
a, =1 se glasi (nenormalizirano)

Pyo(cosB) =1 (42.48)
Pyy(cosB)=cosb
Pi1(cosB) = —sinf.

Preostane Se radialna enacCba, v katero vstavimo A =1(l + 1).
Najprej jo poskuSamo poenostaviti. Vpeljemo novo odvisno in
novo neodvisno spremenljivko

u=rR (42.49)
p=kr, K=V(—-2mE/h?).

Ker je energija vezanega elektrona negativna, je podkorenski
izraz pozitiven. Na ta nacin se radialna enacba poenostavi v
obliko

d?u A II+1) (42.50)

—=[1-—+ Ju=0,

dp? P p?
pri cemer A = 2mq?/h?k. Nato pogledamo, kako se enacba vede
pri velikih in malih vrednostih p. Ko p— «, odpadeta Clena 1/p in
1/p? ter preostane u" = u. ReSitvi sta exp(p) in exp(—p). Prva gre v
neskonénost, zato obdrzimo le drugo. Ko p— 0, prevlada ¢len 1/p?
ter preostane u" =[I(I+1)/p?]u. To enacbo reSujemo s potencnim
nastavkom u = p%, kar pokaze s(s—1)=I(I+ 1), torej s=—Iin
s=1+1. Resitev p~! gre v neskonc¢nost, zato obdrzimo drugo, p*1.
Sedaj, ko poznamo obe limitni resitvi, ju faktoriziramo ven iz
sploS$ne resitve, to je, postavimo

u=ptle=ry(p). (42.51)

Vstavitev v radialno enacbo pokaze

2

d+v dv (42.52)
p— +2(+1-p)—+@A—-2(0+1)v=0.
dp? dp

Zapisano enacbo reSujemo z nastavkom

v(p) =D a0, (42.53)
kar privede - z nekaj racunanja - do koeficientne vsote, ki je
enaka ni¢. Zato mora biti vsak koeficientni ¢len enak nic, iz ¢esar
sledi rekurzija

2+1+1)—-2 (42.54)
a;.
G+DG+20+1) 7

djy1=

Vrsto spet odrezemo v polinom z zahtevo 2(j+1+1)—2A =0. To
pove, da mora veljati
A=2n, n=1,2,3...inl<n. (42.55)

Upostevajoc definicijo A neposredno sledi kvantizacija energije,
kakor tudi mora biti (SCHRODINGER):
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mq* (42.56)

S tem izrazom za energijo zapisemo p = kr kot p = r/nrg. IzpiSemo
tudi Ze lahko poljubno radialno funkcijo. Nekaj prvih
(nenormiranih) se glasi

-r (42.57)
Rig=exp —
s
R 1 r ) -r
=(1——)exp—
20 2rs p 2rs
r -r
Ry =— exp —.
s 27"]3

Zdruzitev delnih  Radialne, polarne in azimutalne delne resitve zdruzimo v celotne
resitev  1astne funkcije vodikovega atoma: yyum(r,0,¢) =
Ry(r)Ppyn(cosB)d,,(p). Kadar je to potrebno, izracunamo Se
normirno konstanto A preko pogoja 1/A = [ |y|?dV =
[ |w|?r*sin6drdgd6. Lastne funkcije so ostevilCene s kvantnimi
Stevili n, I in m. Ta Stevila, kot smo ugotovili, niso neodvisna.
Izbira n omejuje I in izbira I omejuje m. Ponovimo ugotovitev:

n=1,2,3... (42.58)
1=0,1,2...n-1
m=0,*1,+*2 .. =*[.

Navedena kvantna Stevila moc¢no spominjajo na kvantna Stevila
pri planetarnem modelu; to je tudi razlog, da smo jih enako
poimenovali. Pomembna pa je ena izjema: Stevilo I ne gre ve¢ od

1 do n, pa¢ pa od 0 do n— 1. To nas navaja na misel, da je vrtilna
koli¢ina atoma - ki jo Se nameravamo izracunati - v marsikaterem
stanju enaka nic.

Kvadrat valovne funkcije je verjetnostna gostota, da se elektron
znajde v kaksni tocki v okolici jedra. Nazorno si jo predstavljamo
kot oblak, ki ga gibajocCi se elektron zarisuje okoli jedra.

Slika 42.14 Atom vodika v razli¢nih lastnih

™ @ W ohiinnl 10, 20, 21, 30, 31, 32. Ta stanja
' m so oznacena kot 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d.
s 2 2 Prikazana je verjetnostna porazdelitev

elektronskega oblaka. Namesto po ostrih
e orbitah se giblje elektron znotraj
ﬁ' razmazanih orbital. (McQuarrie, 1983)

Izracunajmo Se povprecni radij elektronskega oblaka v osnovnem
(normiranem) stanju Rqo = (1/v(urg3) exp (—r/rg)! Velja

(r) = [ r|R10|?>dV. Substituiramo dV=r?drsin0dgd0 in
izracunamo (r)=3/2 - rg.


pict3c/orbital.jpg
pict3c/orbital.jpg
picref.htm

Lastne enacbe kolicin

Lastna enacba za
vrtilno koli¢ino

Velikost vrtilne
koli¢ine

Na enak nacin, kot smo obravnavali vodikov atom, lahko
obravnavamo tudi vodiku podobne atome, to je enoelektronske
atome v polju jedra z nabojem Zq. Naboj jedra vstopa v
obravnavo preko potencialne energije W= —Zq?/r. Kjerkoli torej v
obravnavi naletimo na g2, ga moramo nadomestiti z Zg2. Glavno
mesto, kjer se skriva g2, pa je v definiciji atomske dolzine

rg = h%2/mq?. Kjerkoli naletimo na rg, ga moramo zato nadomestiti
z rB/Z.

42.12 Vrtilna kolic¢ina

Ce ima valovna funkcija y obliko ravnega vala, se v njej skrivajo
elektroni z ostro dolo¢eno gibalno koli¢ino G in velja "lastna
enacha" —ihVy = Gy. Kadarkoli merimo, zmeraj dobimo enako
vrednost. Ce ima funkcija druga¢no obliko, pa imajo elektroni v
njej razmazano gibalno koli¢ino - enkrat izmerimo taksno, drugic
drugacno.

Podobno velja za kineti¢no energijo: elektrone z ostrimi
vrednostmi K = G%/2m najdemo le v ravnih valovih in ti zado$¢ajo
lastni enacbi [(—ihV)?/2m]y = Ky. Ravni valovi so torej lastne
funkcije tako gibalne koli¢ine kot kineti¢ne energije.

In podobno velja za energijo v potencialnem polju: ostre
vrednosti E = K+ W najdemo samo v taksSnih valovnih funkcijah,
ki zado$cCajo lastni enacbi [(ihV)%/2m + W]y = Ey. Za delec v
neskoncni potencialni jami, na primer, so to posamicni
harmonicni valovi.

Pri gibanju elektrona v treh dimenzijah, na primer v atomih, se
zakonu o ohranitvi energije pridruzi Se zakon o ohranitvi vrtilne
koli¢ine: r x G = L. Naravno je predpostaviti, da vrednosti vrtilne
koli¢ine in njim ustrezajocCe valovne funkcije doloc¢a lastna enacba

—ih(rx V)y=Ly. (42.59)

Enacbo hocemo zapisati v krogelnih koordinatah, da bo primerna

za obravnavo gibanja v centralnih potencialih. — Enacbo najprej

zapiSemo v komponentni obliki v kartezi¢nih koordinatah. Prva

komponenta se glasi L, = —ih(yd/dz — zd/dy) in ostali dve

podobno. — Nato zapiSemo kartezicne odvode s krogelnimi:

d/ox = ar/ax - d/or + 90/dx - 3/00 + a¢/ox - 3/dp in podobno za ostala

dva. — Sledi dejanski izracun odvodov ar/ax, a6/ax, a@/dx ter

podobno za ostale. — Potem vse skupaj zdruzimo, vstavimo

"manjkajoco" valovno funkcijo in dobimo enacbe za L,, L, in L,

kot funkcije krogelnih koordinat in odvodov nanje.

Velikost vrtilne koli¢ine dobimo kot L2 =L,2 4+ L,? + L,?, kar znese
1 dy 1 d%y L? (42.60)

d
— (sinf6 —) + —=——y.
sn6ds %30 ) T e dgr - R Y
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Njena navpi¢na
komponenta

Vodikov atom in
vrtilna koli¢ina

Sistem delcev

Veliko presenecenje! Dobili smo krogelno enacbo (42.39) s
konstanto A = L?/h?. Kot vemo, so resitve te enacbe - krogelne
funkcije Yy, = Pi(cos 0) expimeg - moZne le za celostevilske
vrednosti A =1(I+1) in celostevilske vrednosti |m| <1, zato mora
biti vrtilna koli¢ina takole kvantizirana:

L?=1(1+1)h?%1=0,1,2,3, ... (42.61)

Ista diferencialna enacba doloca tako smerno gostoto
elektronskega oblaka kot njegovo vrtilno koli¢ino zato, ker je tisti
del operatorja V2, ki vkljuCuje kote, sorazmeren z —L2/r?.

Izmed treh komponent vrtilne koli¢ine je najpreprosteje zapisana
"mavpicna" komponenta

d 42.62
—ih i =L,y. ( )
o0

Takoj vidimo, da ima resitev exp (im¢g), torej tudi katerokoli Y;,.
Neposredno sledi kvantizacija

L,=mh,m=0, x1,£2, ... | (42.63)

Pri izpeljavah se nismo naslanjali na nikakrSen potencial, zato
veljajo ugotovitve povsem splosno. Uporabne so povsod tam, kjer
se vrtilna koli¢ina ohranja, to pa je zagotovo v vodikovem atomu.

Kar smo ugotovili glede vrtilne koli¢ine, se deloma razlikuje od
napovedi planetarnega vodikovega modela. PrejSnja spoznanja
moramo popraviti takole.

Minimalna vrednost I znaSa 0 in ne 1. To pomeni, da je vrtilna
koli¢ina atoma v stanjih 100, 200 ... enaka ni¢. Ta stanja so
krogelno simetri¢na. Krogelno simetricen atom se "ne vrti".

Maksimalna vrednost I znaSa (n — 1) in ne n. To pomeni, je Stevilo
podstanj I, ki pripadajo stanju n, nespremenjeno, namrec n.

V stanju I ne velja L =1h, ampak L =v(I(I+1))h.

V stanju I je maksimalna velikost L, nekaj manjsa od L. To
pomeni, da se vektor vrtilne koli¢ine nikoli ne usmeri povsem
vzdolZ osi z.

42.13 Vecelektronski atomi

Doslej smo razvili valovni opis le za en elektron v polju jedra
(pravzaprav za ansambel enoelektronskih atomov). PosploSitev na
atome z vec elektroni je neposredna. Ansambel dvoelektronskih
atomov, na primer, opiSemo z valovno funkcijo

W(X1,Y1,21,X2,2,22) = y(1,2) . (42.64)

To je funkcija v konfiguracijskem prostoruz 2-3 =6
koordinatami. Prostorninski element znasa

dv= Xmd_yleldXZdyzd.Zz (4:265)

in ustrezna gostota verjetnosti



Valovna enacba
sistema

Simetri¢ne in
antisimetri¢ne
funkcije

dP ) (42.66)
— = 1wl
dav

Valovna funkcije je normirana: [ |¥|?dV = 1. Mutatis mutandis

velja povedano tudi za atome z ve¢ kot dvema elektronoma.

KinetiC¢na energija dvoelektronskega sistema je enaka vsoti
posamicnih kineti¢nih energij in potencialna energija sistema je
odvisna od leg vseh elektronov. Celotna energija je potem

E =K; +K;+ W(1,2). Valovna enacba se zato glasi

h2 h2 (42.67)
—[— V2 + —V2ly+W(1,2)y=Ey.
2m 2m

Ce med elektroni ni sil (pa so), je celotna potencialna energija
enaka vsoti posamic¢nih potencialnih energij v zunanjem polju:
W(1,2) =W(1) + W(2). Resitev postavimo v obliki produkta

w(1,2) =u(1)v(2). Valovna enacba postane vsota dveh clenov, ki je
enaka E. To je mogoce le, Ce je prvi ¢Clen enak konstanti E; in
drugi konstanti E,. Enacba se zato razcepi v dve enacbi

B2 (42.68)
——Vi2u+W()u=Eu
2m

hz
——V2v+WR)v=Eyv
2m

E=E1 +E2.

Ustrezna gostota verjetnosti pa je y*y = u*uv*v. Verjetnost, da en
elektron najdemo na mestu 1 in drugega na mestu 2 je enaka
produktu posamicnih verjetnosti.

Ce imata elektrona vzajemno enako potencialno energijo (in
imata jo), je valovna enacba simetri¢na glede na zamenjavo
koordinat prvega delca s koordinatami drugega, to je, ¢e je y(1,2)
resitev valovne enacbe, je resitev iste enacbe tudi y(2,1). Prav
tako je resSitev linearna kombinacija y=c1y(1,2) + cow(2,1). Z
izbiro koeficientov ¢, =c; =1 ali ¢, — ¢; = —1 dobimo reSitvi
w(1,2) + w(2,1) ter w(1,2) — w(2,1). Prvo reSitev imenujemo
simetri¢no, drugo antisimetriéno. Ce v prvi zamenjamo 1 z 2, se
valovna funkcija ne spremeni. Druga pa pri istem posegu
spremeni predznak. V obeh primerih se gostota verjetnosti ne
spremeni.

Elektroni so med seboj nerazlocljivi. Gostota verjetnosti se ne
sme spremeniti, ¢e kordinate enega zamenjamo s koordinatami
drugega. Racunsko gledano pripadajo eni energiji vse mogoce
linearne kombinacije obeh delnih resitev. Glede na to, kako
izberemo koeficienta c; in c;, pripade enemu ali drugemu
elektronu drugacna vloga. Vse kar je racunsko mozno, pa ni tudi
uresniceno. Privlacna je misel, da v naravi obstajajo le take
resitve, ki so simetri¢ne ali antisimetri¢ne. Oc¢itno je
antisimetri¢na funkcija v primeru u = v enaka nic: v istem stanju
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Lupinski model
atomov

ne more biti dveh elektronov. Spomnimo se na spin in na
izkljuCitveno nacelo [41.13]. Morda pa je to nacelo zgolj posledica
dejstva, da so valovne funkcije elektronov naravno
antisimetri¢ne? In zaradi uravnotezenosti: nemara so valovne
funkcije fotonov, ki jih zaenkrat ne poznamo, simetricne? V
podrobnejso raziskavo se ne bomo spuscali.

Izra¢unati natanc¢no valovno funkcijo za ansambel atomov z vec
kot enim elektronom je brezupno pocetje. Zlahka pa si ustvarimo
kvalitativno sliko o zgradbi takega atoma v osnovnem stanju. Za
jedro z nabojem Zq poznamo "enodel¢ne" valovne funkcije yp, in
ustrezne energije E(n), vrtilne koli¢ine L(I) ter komponente L,(m).
No, in v ta enodel¢na stanja po vrsti vstavljamo elektrone,
upostevajoc izkljucitveno nacelo. Pri tem privzamemo, da
vstavljeni elektroni ni¢ ne vplivajo drug na drugega. Prvi elektron
gre torej v y00 s spinom gor. Naslednji gre tudi tja, vendar s
spinom dol. Sledi zasedba w110, W11+1 in Y11-1 ter tako naprej.
Elektroni zapolnjujejo, po vrsti, lupine n=1,2... Znotraj vsake
lupine zapolnjujejo, po vrsti, podlupine[=0,1,2...n—1.In
znotraj vsake podlupine zapolnjujejo orbitale m=0,x1... £ 1.
Maksimalno $tevilo elektronov v posamicni lupini znasa 2n?, torej
2,8, 18, 32, 50 itd.

Vsaki razporeditvi elektronov - torej vsakemu atomu - pripade
ustrezajocCa konfiguracijska gostota, celotna energija, celotna
vrtilna koli€ina j in komponenta celotne vrtilne koli¢ine m;. V
polni podlupini je skupna vrtilna koli¢ina (vsota vseh orbitalnih in
spinskih) enaka nic¢, ker na vsak elektron pride drug elektron z
nasprotno konfuguracijo. Ko atom absorbira ali izseva foton, se
mu spremenita energija in vrtilna koli¢ina. Ce predpostavimo, da
ima foton spin 1, se zaradi ohranitve vrtilne koli¢ine spremeni
stanje atoma le za Aj==*1in Am;=0, = 1. ReCemo, da so to
izbirna pravila sevanja.

Pri planetarnem modelu atoma smo ugotovili [41.11], da
zaporedne kroznice vsebujejo 2, 8, 8, 18, 18 ... elektronov. Zdaj
pa pravimo, da so zasedbena Stevila lupin (ki prevzemajo vlogo
kroznic) 2, 8, 18, 32, 50 ... Kaj je torej prav? Pravzaprav oboje. V
tretji energijski lupini gredo res elektroni do 8, vendar s tem
lupina Se ni polna. Nekaj naslednjih elektronov gre nato v
spodnje orbitale lupine stiri, ki - tako sklepamo - so energijsko
nizje od visjih orbit v lupini tri. Potem pa dokoncajo zapolnjevanje
do 18 v lupini tri. Vse to kaZze, da je lupinski model atoma sicer
kvalitativno dober, mu pa Se precej manjka do kvantitativne
uporabnosti. Z boljSimi modeli se ne bomo ukvarjali. []
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