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31.1 Krivulje in ploskve

Veckrat smo omenili, da enacba y = y(x) opisuje ravninsko
krivuljo, ¢e sta spremenljivki x in y dolzinski koordinati. Enacba
z=2(x,y) pa na podoben nadin opisuje ploskev v prostoru. Cas je,
da se opisa krivulj in ploskev lotimo sistematicno (DESCARTES,
GAUSS).

Osnova za opis krivulj in ploskev z enacbami je "poimenovanje"
vsake prostorske tocke z njenimi koordinatami (x, y, z) v poljubno
izbranem koordinatnem sistemu, katerega osi so med seboj
pravokotne in umerjene v enakih dolzinskih enotah. Recemo, da
so to kartezi¢ne koordinate. Razdalja med dvema tockama potem
znasa, po hipotenuznem izreku,

s2=(xa—x1)2+ (V2 —y1)? + (22 — 21)2. (31.1)

Pametno je sistem izbrati tako, da bo enacba krivulje ali ploskve v
njem ¢im bolj preprosta.

31.2 Premica

Najpreprostejsa "krivulja" je premica. UteleSa jo, na primer,
brazda ladje, ki pluje po morju v stalni smeri ¢ glede na sever. Pot
ne sme biti predolga, da se ne pokaZe zakrivljenost morja.
Koordinatni sistem postavimo v zacetno pristaniSce, ordinatno os
y usmerimo proti severu in abscisno os x proti vzhodu. Enacba
brazde-premice se potem glasi

y=kx (31.2)
k =tan ¢.

y Slika 31.1 Premica. Najkraj$a pot med dvema
to¢kama v prostoru.

Smerni koeficient k ima nazoren pomen: to je prirast ordinatne
razdalje na prirast abscisne razdalje. Ce je koeficient pozitiven,
premica narasca, sicer upada.
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Premico, ki ne gre skozi izhodiS¢e, ampak seka ordinatno os v yy,
opiSemo kot (y — yo) = kx. Ce seka abscisno os v tocki x,, velja
y=k(x —xq). Ako pa gre skozi tocko (xg, yo), se enacba premice
glasi (y — yo) = k(x — xo).

Pri ladji, ki pluje z enakomerno hitrostjo, sta njeni koordinati
enoli¢no doloceni s pretecenim casom t:

x=At (31.3)
y=Bt.

Ladja zariSe isto premico ne glede na to, kako hitro pluje oziroma
kako hitro tecCe Cas (to je ura, ki jo imamo). Zato bomo opustili
casovne enote in uporabljali kar brezdimenzijska Stevila. TakSen
"Cas", ki zavzema vrednosti na intervalu (—«, +«), bomo
poimenovali parameterski ¢as oziroma parameter in ga
oznacevali kar s t. Vsaki vrednosti parametra ustreza natanko
ena vrednost koordinat. Primerjava parametricnega in
eksplicitnega zapisa pove k = B/A.

31.3 Kroznica

Iz sive davnine je poznana kroznica: krivulja, katere vsaka toCka
je enako oddaljena od izbrane tocke, sredi$¢a. Ze stara ljudstva
so jo risala s kolickom in vrvico pri gradnji kolib in obzornih
krogov. Mi bomo postavili koordinatni sistem v sredisce kroga.
Potem pove hipotenuzni izrek

X2+ y?=r. (31.4)
V translatorno zamaknjenem koordinatnem sistemu pa ima

sredisce kroga koordinati (xg, Vo). Tedaj o¢itno velja
(X = x0)? + (y = yo)* =12

y Slika 31.2 Kroznica. Vsaka njena tocka je
enako oddaljena od izbrane tocke, sredisca.

Tudi kroznico lahko opiSemo parametri¢cno. Spomnimo se
enakomernega krozenja nihala (18.14), pa takoj uvidimo

xX=rcost (31.5)
y=rsint,

pri Cemer lezi parameter t na intervalu [0,21m].
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31.4 Elipsa

Pre¢no presekano bambusovo steblo ima rob v obliki kroznice. Ce
ga presekamo posSevno, pa je rob "raztegnjena" kroznica, elipsa.
Kako bi tako elipso narisali na tleh? Prej ali slej - morda kot
kaksSen kraljevi vrtnar - odkrijemo postopek: srediSce kroga
"raztegnemo" v dve sredisci, nanju privezemo vrv, jo nategnemo z
risalnim kolickom in za¢rtamo Zeljeno krivuljo. Elipsa je s tem
definirana kot mnozica tocCk, pri katerih je vsota razdalj do dveh
izbranih tock, gorisc, konstantna.

Tocko na polovici zveznice med obema goriScema poimenujemo
srediSce elipse. Skozi srediSce potekata dva odlikovana premera:
dolga os 2a in kratka os 2b. Razdaljo med srediS¢em in
(katerimkoli) goriScem poimenujemo ekscentri¢nost e. Ko je
risalni kolicek v temenu velike osi, vidimo, da velja r; + r, = 2a. Ko
je v temenu male osi, pa hipotenuzni izrek pove b? + e? = a2

y Slika 31.3 Elipsa. Vsota razdalj iz dveh
izbranih tock, goris¢, je do vsake njene tocke
enaka.

Koordinatni kriz postavimo v sredisce elipse in ga zavrtimo tako,
da njegove osi sovpadajo z veliko in malo osjo. Levo goriS¢e ima
potem koordinato (—e, 0) in desno (+e, 0). Razdalji od goris¢ do
izbrane tocke na elipsi znaSata r? = (x + e)? + y? in
r? = (x — e)? + y*. Njuna vsota mora biti ry + r, = 2a in iz tega
pogoja sledi, z nekaj racunanja, enacba
2 2
x_2 N y_2 =1 (31.6)
a b

Elipso v premaknjenem koordinatnem sistemu (oziroma
premaknjeno elipso v obstojecem sistemu) pa opiSemo z
zamenjavo x =X — Xo in y—=y — yo.

Pri a = b preide elipsa v krog, kakor je tudi prav. Parametri¢ni
opis zato kar uganemo:

x=acost (31.7)
y=bsint.

Parameter t lezi na intervalu [0, 2m1]. Da je to res pravi opis,
preverimo z vstavitvijo v implicitno enacbo.
31.5 Parabola

Krogelno zrcalo (katerega presek je krozni lok) zbira vzporeden
snop zarkov v goriS¢no tocko, vendar samo tedaj, kadar je snop
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ozek. Bolj oddaljeni zarki se po odboju sekajo v goriscu, ki je blize
temenu. Morda obstaja kaksna krivulja, ki bi vse vzporedne Zarke
zdruzevala v isti tocki? Drugace povedano: tako krivuljo -
parabolo - bi morale sestavljati tocke, ki so enako oddaljene od
premice in goriS¢ne tocke.

y Slika 31.4 Parabola. Vsaka njena toc¢ka je
enako oddaljena od izbrane tocke, gorisc¢a, in
od vodilne premice.

Postavimo koordinatni sistem tako, da bo premica "vodilja"
vodoravna pri koordinati (0, —p/2). GoriSce je potem v tocki

(0, +p/2). Razdalja poljubne tocke na iskani krivulji od gorisca je
ri? = (y — p/2)? + x? in razdalja te to¢ke od premice je r, = |y + p/2|.
Iz pogoja r, =, sledi, z nekaj racunanja,

2py=x2_ (318)

Enacba ima obliko y « x2. Spomnimo se, da prav takS$na enacba
opisuje tir kamna pri vodoravnem metu [18.6]. Tam naraSca
vodoravna koordinata s ¢asom in navpi¢na s kvadratom casa, kar
nas navede na naslednji parametri¢no zapis parabole z navpi¢no
simetrijsko osjo:

x=At (31.9)
y=DBt?.

Vstavitev polarnih enacb v implicitno enac¢bo pove 2p = A2/B.

31.6 Vektorski opis krivulj

Namesto s koordinatami lahko delamo z ustreznimi vektorji lege:
r=(x,y). Razdaljo med dvema tockama potem zapiSemo kot
absolutno vrednost razlike dveh vektorjev: s = |r; — ry|.

Parametrski zapis krivulje pove, kako se vsaka koordinata
spreminja s ¢asom: x = x(t) in y = y(t). To zapiSemo v vektorski
obliki kot

r(t) = (x(t), y(t)) . (31.10)

S ¢asom se vektor spreminja - obraca, daljSa in krajSa - in s svojo
konico zarisuje hodograf - krivuljo. NarascajoCi parameter t
definira pozitivnho smer gibanja po krivulji.

Kako se odvod ene koordinate po drugi izraza z odvodoma
koordinat po parametru? Verizno pravilo pove
dy/dt = (dy/dx) - (dx/dt), torej
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dy ' (31.11)
dx  x'’

Odvod po parametru smo oznacili s ¢rtico. Drugi odvod pa
racunamo takole. Posredno odvajamo (d/dx)(dy/dx) =
(d/dt)(dy/dx) - dt/dx. Ker dy/dx = y'/x"' in dt/dx = 1/x', velja

d?y  x'y"'—y'x" (31.12)
dx? x'3 '

Kako za funkcijo y = y(x) doloc¢iti parametri¢no obliko? Izberemo
(skoraj) poljubno funkcijo x = x(t) in nato izracunamo y = y(x(t)).
Ocitno je moznosti za izbiro neskonc¢no. PoiS¢emo taksno, da je
rezultat najbolj preprost. Posebno zanimiva izbira je kar x =t.
Tedaj velja r(x) = (x, y(x)). Parabolo, na primer, zapiSemo kot

r(t) = (At, Bt?) ali kot r(x) = (x, x%/2p). O¢itno je parametri¢ni zapis
krivulje zelo nazoren in vsestranski.

Kako pa iz parametricne oblike x = x(t), y = y(t) dolociti eksplicitno
oziroma implicitno obliko funkcije? Iz prve in druge enacbe
izrazimo t, ju izenacimo in dobimo iskano enacbo, ki jo po potrebi
Se preoblikujemo v lepsSo obliko.

31.7 Loc¢na dolzina

Prirast parametra za dt se odraza kot sprememba vektorja
dr= (dx, dy) oziroma kot kratek kos krivulje, lo¢ni element
ds? = dx? + dy?.

y Slika 31.5 Locni element krivulje. Njegova
dolZina je limitno enaka spremembi vektorja
lege.

AS
a¢ dy
dx
r

X
Velja ds = |dr|. Enacbo delimo na obeh straneh z dt, pa dobimo
ds=|dr|=|r'|dt=V(x'?2+y'?)dt. (31.13)
Dolzina poti, ki jo zariSe vektor med zacetno in konc¢no lego,
znasa
s=[vix2+y?)dt. (31.14)

Ce je parameter koordinata t = x, pomeni odvajanje na parameter
kar odvajanje na koordinato: x' =dx/dx=1 in y' = dy/dx, torej
ds=v(1+y'?)dx.

Dolzina krivulje od izbrane zacetne tocke naprej in nazaj je
odlicen parameter za opis krivulje. Krivulja je tedaj kot cesta, na
kateri so v enakih dolzinskih presledkih postavljeni mejniki. Vsak
tak mejnik ima svoje koordinate in krivuljo opiSemo kot
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r(s) = (x(s), y(s)). Parameter je sedaj vezan zgolj na krivuljo in ni¢
na okolico. Pri tak$ni parametrizaciji seveda velja x'? + y'? =1
(Crtica oznacuje odvod po parametru s).

Kako dolzinsko parametrizirati krivuljo, ki je podana s sploSnim
parametrom t? — Izracunamo dolzino vzdolz krivulje kot funkcijo
Casa s(t). — Izracunamo obratno funkcijo t(s). — Vstavimo jo v
prvotno enacbo r(t(s)). Za krog, na primer, dobimo x = rcos (s/r)
in y=rsin(s/r).

31.8 Lokalne lastnosti krivulj

Smer krivulje v izbrani tocki je podana z normaliziranim
premikom
_dr (31.15)
T ds’
Stevec in imanovalec ulomka delimo z dt in dobimo enotni
tangentni vektor r'/|r'|, to je

(x',y") (31.16)

T=—"7"71+1.
V(X2 +y?)

Tangenta, na kateri lezi enotni tangentni vektor, ima smerni
koeficient k =y'/x'. Ce se dve krivulji sekata, je kot med njunima

tangentnima vektorja dolocen s skalarnim produktom
Ty .T, = COS Q.

T

S tangentnim vektorjem je definiran normalni vektor, ki stoji nanj
pravokotno:

n=kxrt, (31.17)

pri Cemer je k enotni vektor v smeri osi z. Normalni vektor
dobimo s kriznim mnozenjem vektorskega produkta (ali z
mnozZenjem z rotacijsko matriko za 90°):

(=y',x" (31.18)
n=—.
Vix?+y?)
Normala, na kateri lezi normalni vektor, ima smerni koeficient

k =—x'/y'. To je negativna reciprocna vrednost smernega
koeficienta tangente.

Koliko se zasuce enotni vektor preko dolzinskega elementa, je
mera za lokalno ukrivljenost krivulje

dt (31.19)
K=| |-
S

Izracunamo jo takole. — Vektor r(t) odvajamo po Casu posredno:
r' = (dr/ds) - (ds/dt) in dobimo Tv. — Vektor r' odvajamo po casu
posredno: r" = (d/ds)(Tv) - (ds/dt), upostevamo pravilo za odvod
produkta in dt/ds = Kn ter dobimo Kv2n + tdv/dt. — IzraCunamo
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produkt r' x r' = Kv3t X n. — Iz slednjega izrazimo K, pri Cemer
upostevamo T X n =Kk, in dobimo K = (r' X r'")k/v3, torej:

_ x'y" —y'x" (31.20)
- (x'2 +y'2)3/2 :

Enacbe za tangento, normalo in ukrivljenost se ustrezno
poeneostavijo, ce vzamemo t = x ali t =s. Ukrivljenost se, na
primer, izrazi kot K=y"/(1 + y'?)%/? oziroma kot K =V (x"? + y"?) .

Ko izracunamo ukrivljenost kroznice z radijem R, dobimo v vsaki
tocki vrednost

1 (31.21)

Ce je ukrivljenost krivulje K, zato re¢emo, da je njen lokalni
krivinski radij R = 1/K. Krivulja je lokalno "nerazlocljiva" od
takega "pritisnjenega" kroga. Pritisnjeni krog je lokalno enak
krivulji v tem smislu, da imata enak "nicti", prvi in drugi odvod.

Slika 31.6 Krivinski radij krivulje. To je radij
kroga, ki se najtesneje prilega krivulji.

Nekatere znacilnosti krivulje so odvisne od njene lege v izbranem
koordinatnem sistemu. Primer so nagibi tangent ali normal glede
na abscisno ali ordinatno os. Pri vrtenju koordinatnega sistema se
taksni nagibi ne ohranjajo. Po drugi strani pa je ukrivljenost v
izbrani tocki krivulje neodvisna od izbire koordinatnega sistema.
RecCemo, da je to invariantna lastnost krivulje oziroma njena
invarianta. Invariante se ne izrazajo s koordinatami, marvec le z
njihovimi diferenciali.

31.9 Osnovne ploskve

Ravnina, ki gre skozi izhodisce koordinatnega sistema, zareze v
ravnini xz enotni vektor r; = (cos 84, 0, sin8;). V ravnini yz zareze
vektor r, = (0, cos 6,, sin 6;). Poljubna linearna kombinacija teh
dveh vektorjev r=Ar; + Br, je krajevni vektor do ustrezajoce
toCke na preucevani ravnini. ZapiSimo to kombinacijo v
komponentah. Iz prve enacbe x = A cos 0, izrazimo A, iz druge
y=Bcos 8, izrazimo B in oboje vstavimo v tretjo enacbo
z=Asin 6, + Bsin 6,. Tako dobimo eksplicitno enacbo ravnine

Z=k1X+k2y, (31.22)

pri Cemer sta k; in k; smerna koeficienta, torej tangensa obeh
naklonskih kotov 6, in 6.
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Vodoravno kroznico x? + y? = r? premikamo v navpi¢ni smeri. Pri
tem zariSe plasc¢ valja. Enacba zanj je kar enaka enacbi kroznice:

X2+ 2 =12 (31.23)

Premico z = kx zavrtimo okrog navpicne osi z. Nobeni tocki se pri
tem koordinata z ne spreminja, njena koordinata x pa prehaja v
koordinate p =v(x? + y?). Enacbo z = kp kvadriramo in dobimo
enacho stozca

22 (31.24)

Kroznico x? + z? = r? zavrtimo okoli navpi¢ne osi z. Transformacija
x? - x2 + y? da enacbo krogle

X2+ yr+22=r2. (31.25)

Elipso x%/a? + z?/c? = 1 zavrtimo okrog navpi¢ne osi z. Dobimo
rotacijski elipsoid
x2 y* 2 (31.26)
2tataTh
Parabolo 2pz = x? zavrtimo okrog navpic¢ne osi z. Nastane
rotacijski paraboloid

2pz=x2+)2. (31.27)

Vse zapisane enacbe veljajo v posebno skrbno izbranih sistemih.
Tako so tudi enacbe preproste. Seveda pa lahko koordinatni
sistem translatorno premaknemo, kar je isto, kot da premaknemo
ploskev v nasprotni smeri. Premik vzdolZ osi z, na primer, je
ekvivalenten transformaciji spremenljivke z— z — 2. Enacba se
temu ustrezno "pogrsa". Se huj$e lepotne spremembe doseZzemo z
rotacijo.

31.10 Vektorski opis ploskev

Izbrane ploskve smo zapisali implicitno ali eksplicitno. Pojavi se
vprasanje, ali (in kako) jih lahko zapiSemo parametri¢no oziroma
vektorsko. Poskusimo z najpomembnejSo ploskvijo, kroglo.

Tocka na krogli radija R je enoli¢no dolo¢ena z vektorjem lege
r=(x,y, z). Komponente vektorja izrazimo, kot ze znamo, z
azimutnim kotom ¢ in s polarnim kotom 6 (29.2):

x=Rsin6Ocos @ (31.28)
y=RsinBOsin¢
z=RcosH6.

Vsaki dvojici kotov torej pripada ustrezna trojica koordinat. Na
podoben nacin se lotimo tudi drugih ploskev. Valj in stoZec, na
primer, parametriziramo z azimutnim kotom in visino. Ne
predivje ploskve nasploh opiSemo z dvema parametroma:

r(u, v) = (x(u,v), y(u,v), 2(u,v)) . (31.29)
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Parametra sta lahko karkoli. V posebnem primeru izberemo kar
dve koordinati: r=(x, y, z(x,y)). Tedaj preide parametri¢ni opis v
eksplicitnega. Hkrati nam ponudi Se naslednjo nazorno sliko: dva
sploSna parametra tvorita posebno "parametri¢no" ravnino. Tocke
te ravnine se preslikajo v tocke na aktualni ploskvi.

31.11 Krivulje na ploskvi

Krivulja (u(t), v(t)) v parametricni ravnini se preslika v ustrezno
krivuljo na ploskvi. Poseben primer je preslikava, ko je eden
izmed parametrov konstanten, recimo v = const. Tedaj se na
ploskvi zariSe ena izmed izo-parametri¢nih krivulj. Pri razlicnih
vrednostih konstante se nariSe mnozica takih krivulj - krivo¢rtnih
koordinat na ploskvi. Tako se na krogli, na primer, zarisejo
poldnevniki ¢ = const in vzporedniki 6 = const.

Slika 31.7 Parcialna premika na ploskvi.
To sta prirastka vektorja lege vzdolz
u+du  krivoértnih koordinat na ploskvi.

Vektorja ry in r, lezita v lokalni tangentni ravnini vzdolZ obeh
krivo¢rtnih koordinat. Kaksen je sekalni kot teh koordinat, «,
pove skalarni produkt:

r,'r, (31.30)

Iruliry|

cosa=

Pri lepo izbranih parametrizacijah je kot v vsaki tocki (morda s
kaksno izjemo) enak 90°. Tedaj so krivocrtne koordinate med
seboj pravokotne. Taksni so poldnevniki in vzporedniki na krogli.

V tangentni ravnini lezi tudi totalni diferencial - "poSevni" premik
dr=r,du + r,dv. S kvadratom tega premika je dolocena njegova
dolzina ds? =dr-dr, tore;j:

ds? =r,2du? + 2r r,dudv + r,2dv? = (31.31)
gllduz + 2g,,dudv + g22dV2 .

V komponentah zapiSemo

g1 =x2+yt+2,2 (31.32)

d12 = XyXy + YWy + 242y

g22 = sz +yv2 + sz .
Koeficienti g1, g12 in g»; so realna Stevila. Vsaka tocka na ploskvi
ima svojo trojico teh Stevil. Recemo, da so to metri¢ni koeficienti
ploskve. Njihov pomen je, da diferenciale parametrov "povezejo"
z diferenciali dolzin. Ce izberemo druga¢no parametrizacijo
ploskve, se metricni koeficienti seveda spremenijo. V pravokotni
koordinatni mrezi je koeficient g, = 0. Za kroglo v standardni
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parametrizaciji izracunamo gi1; = r?sin®6 in g, =% Za valj pa
ginn=11ingyp=r2

Dolzina krivulje na ploskvi je limitna vsota vseh dolzinskih
diferencialov, torej (Ce oznacimo odvod po Casu s ¢rtico)

s=[V(g11u? +2g1,u'V' + gopv'?)dt. (31.33)

Med dvema oddaljenim tockama A in B na ploskvi poteka
neskonéno mnogo krivulj. Ena od njih je najkrajSa. ReCemo, da je
to geodetka. Na krogli je geodetka glavni krog, to je tak, ki ima
sredisce v srediscu Zemlje. Nazorno si geodetko predstavljamo
kot elasti¢no nit, napeto med obema toCkama: elasti¢nost jo skrci
na najkrajSo dolzino.

Dolzinska elementa vzdolz krivo¢rtnih koordinat, pravokotnih ali
ne, sta (ds), =vgi1du in (ds), = Vg,dv. Plosc¢ina paralelograma, ki
ga zamejujeta, pa znaSa

dS = (ds), (ds),sina =V(g11g22 — g12?)dudv. (31.34)

Ploscina ploskve je limitna vsota ploscinskih elementov, torej
dvojni integral

S=[[V(g11922 - g12») dudv. (31.35)
Za parametra, ki sta kar koordinati, se enacba poenostvi v obliko
S=[[VvQ +22+2z2 dxdy. (31.36)

31.12 Lokalne lastnosti ploskev

Tangentna vektorja lezita v tangentni ravnini. Njun vektorski
produkt je pravokoten nanjo. Ce ga normiramo, dobimo normalo
_ nXn, ryXxXr, (31.37)
S rexrmy| V(gigz— 9122
Za parametra, ki sta kar koordinati, se enacba zapiSe v obliki
ne Pzl (31.38)
V(1 +224+272)

Vektor iz opazovane tocke v bliznjo okoliSnjo tocko na ploskvi,
torej vektor r(u + du, v+ dv) — r(u,v), aproksimiramo s potenc¢no
vrsto z linearnim ¢lenom (r,du + rydv) in s kvadratnim ¢lenom
Ly (rydu? + 2r,,dudv + r,,dv?). Prvi ¢len je pomik po tangentni
ravnini. Drugi ¢len je pomik do pritisnjenega kroga v smeri
pravokotno na krog. Ce ga pomnoZimo z normalo, dobimo
pravokotno razdaljo od tangentne ravnine:

2dh = L1;du? + 2L1,dudv + Ly,dv? (31.39)
Liyy=ry-n

Liz=ry-n

Ly=ry-n.



Ukrivljenost

Dolzina geodetke

Za kroglo v standardni parametrizaciji izra¢unamo Lq; =rsin? in
Lyy=r.ZavaljpaveljaLi;=0in Ly, =r.

n Slika 31.8 Odmik ploskve od tangentne
T ravnine. Limitno je enak odmiku
pritisnjene paraboloidne ploskve.

Ukrivljenost ploskve je enaka ukrivljenosti pritisnjenega kroga:
dh = ds?/2R, torej 1/R = 2dh/ds?, zato:

K= Lllduz + 2Lq,dudv + L22dV2 (31.40)
Bl glldUZ + 2g1,dudv + gzzdvz '

To je ukrivljenost ploskve v smeri, ki jo dolocata du in dv. Skozi
izbrano tocko potekajoce krivulje imajo vecjo ali manjsSo
ukrivljenost. Izmed njih ima ena maksimalno ukrivljenost

Kiax = 1/Ryin in druga minimalno Ky, = 1/Rnax. Najdemo ju kot
ekstremalne vrednosti po vseh smereh. V to se ne bomo spuscali.
Ko taks$ni vrednosti najdemo, se lahko igramo z njunima
vrednostima: tvorimo, na primer, "povprecno" ukrivljenost

K = (Kpnax + Kinin)/2 ali "metri¢no" ukrivljenost K = Kpax - Kinin ter
poskusamo najti, kako se izrazata s koeficienti gy ... Lyy. Tudi to
zahtevno zabavo prepustimo drugim, ki jih to zanima.

Poglejmo Se nekaj zgledov. Ravnina ima v vsaki tocki vse
ukrivljenosti ni¢. Zato ji tudi reCemo ravnina. Na krogli so
poldnevniski krivinski radiji vecji od vzporedniskih. Vsi glavni
krogi skozi vsako tocko pa imajo enak radij, ki je enak
poldnevniskemu. Najmanjsi krivinski radij na valju je enak
polmeru valja in najvecji je neskoncen. Podobno je pri stozcu.
Vidimo, da se da marsikaj dognati tudi brez racunanja.

31.13 Zemljemerstvo na krogli

Na majhnih razdaljah je zemeljska povrsina ravna in koti,
premice in trikotniki na njej se pokoravajo ze spoznanim
pravilom, recimo pravilu o vsoti notranjih kotov v trikotniku ali
hipotenuznemu pravilu o razdalji med dvema tockama. Na vecjih
razdaljah pa je treba upostevati zemljino zakrivljenost. "Ravne"
premice na njej postanejo glavni krogi. Vsota notranjih kotov
trikotnika postane vecja od 180°, kar se lepo vidi na primeru
trikotnika z bazo na ekvatorju in vrhom na polu. Hipotenuzni,
kosinusni in sinusni izrek za trikotnike pa bo treba na novo
premisliti.

Za lazje preucevanje bomo vse dolzine na krogli merili z radijem
kot enoto. S tem postane radij brezdimenzijska koli¢ina z
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velikostjo 1, dolzinski odsek vsakega glavnega kroga pa sStevilsko
enak srediS¢nemu kotu, v radianih, na katerega je napet. Prvo
vprasanje, ki si ga zastavimo, je: kolikSna je dolzina glavnega
kroga med dvema toCkama?

Na tocki naj kazeta vektorja r1(61, ¢1) in ry(6,, @) iz sredisca
krogle. Njuna velikost je enaka ena. Kot med njima, torej
brezdimenzijska dolzina glavnega kroga, je dolocen s skalarnim
produktom r; - r, = cosa. Zmnozimo komponente, upostevamo
kosinus razlike in dobimo

cos a = sin 07 sin 6, cos (¢, — @1) + cos B, cos ;. (31.41)

Razdalja, v dolzinskih enotah, je potem d = Ra. Poseben primer
@1 = @, pove dolzino poldnevnika: a = |6, — 04|, kakor tudi mora
biti.

Pravokotni trikotnik na krogli dolocajo trije enotni vektorji iz
njenega izhodisSca do trikotnikovih ogliS¢. Vseeno je, kako je
koordinatni sistem postavljen. Izberemo ga tako, da kaze vektor
ry, vzdolz osi x, vektor r, lezi v ekvatorski ravnini xy pod
dolzinskim kotom a in vektor r; lezi v poldnevniski ravnini pod
Sirinskim kotom h. Vektorji so torej naslednji: r, = (1, 0, 0),

r, =(cosa,sina, 0) in r; = (cosacosh, sinasin h, sin h). Kot d med
r; in r3 je hipotenuza trikotnika in je dolo¢en s skalarnim
produktom cosd =r; - r,. Pomnozimo komponente in dobimo
hipotenuzni izrek

cosd =cosacosh. (31.42)

Pri kratkih stranicah aproksimiramo cos x = 1 — x2/2, zanemarimo
visoke potence in izrek preide v ravninskega.

Podobno se lotimo poSevnega trikotnika na krogli. Omejimo se na
"prave" trikotnike, katerih koti so manjsi od m in katerih stranice
so tudi manjSe od .

Slika 31.9 PoSevni trikotnik na krogli.
(Mercator, 2013)

Na tri oglisca trikotnika kazejo vektorji OA, OB in OC.
Koordinatni sistem usmerimo, kot kaze slika. V njem velja
OA=(0,0,1) in OB = (sinc, 0, cos c). Vektor OC se projicira v ON
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pod kotom A, torej OC = (sinb cosA, sinbsinA, cosb). Skalarni
produkt OB - OC = cos a. Zmnozimo komponente in dobimo:

cosa=cosbcosc+sinbsinccosA. (31.43)

Stranica a je podana z drugima dvema stranicama in kotom med
njima. To je iskani kosinusni izrek. Velja seveda za vsakrsno
permutacijo zapisanih koli¢in. Opazimo tudi, da je kosinusni izrek
povsem enak izrazu za dolzino geodetke (31.41). To pa ni ni¢
¢cudnega, saj je slednji le poseben primer prvega: za glavne kroge
uporablja poldnevnike in ekvator.

Pri majhnih razdaljah aproksimiramo sinx = x in cosx = 1 — x%/2,
zanemarimo visoke potence in izrek preide v ravninskega. V
posebnem primeru, ko A =90°, je trikotnik pravokoten in izrek se
reducira v hipotenuzni izrek.

Ideniteta sin?A =1 — cos?A nas navede na misel, da vanjo
vstavimo cos A iz kosinusnega izreka in upamo, da se bo izcimil
sinusni izrek. Res pridelamo izraz sinA/sina =f{(a, b, ¢). Desna
stran izraza je invariantna glede na ciklicno permutacijo stranic,
kar pomeni, da mora veljati

sinA B sin B B sinC (31.44)

sina sinb sinc

To je sinusni izrek. Pri majhnih razdaljah preide v ze znano
ravninsko obliko.

Hipotenuzni, kosinusni in sinusni izrek nam pomagajo pri
racunanju kotov in stranic na krogli to¢no na tak nacin, kot to
poc¢nemo v ravnini. Ko delamo s kroglo polmera R namesto 1,
moramo vse stranice trikotnika, podane v dolzinskih enotah,
deliti z R. Drugace receno: namesto brezdimenzijske stranice a
moramo povsod pisati a/R in podobno za druge stranice.

31.14 Zemljepisne projekcije

TocCke na zemeljski povrsini so enoli¢no dolocene s svojimi
zemljepisnimi koordinatami: Sirino 6 (oziroma polarnim kotom
0 =11/2 — 6) in dolzino @. Zemljo verodostojno predstavimo s
pomanjSanim krogelnim modelom. TakSen globus pa je, zal,
neprimeren za prenaSanje in tudi ni dovolj velik za podroben
prikaz manjsSih obmocij. Naravno je torej pomisliti, kako bi ga
preslikali - v celoti ali deloma - na ravno ploskev, zemljevid.
IScemo torej primerne preslikave

(x,y) < (6, ). (31.45)

Recemo jim zemljepisne projekcije.
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Napake projekcij

Preslikava z zarki

Polarni izvor Zarkov

Slika 31.10 Preslikava krogle na

ravnino s svetlobnimi zarki. Oblika
sence je zanimiva tudi za slikarje.
(Rubens, 1613)

Vsaka preslikava, ki jo vpeljemo, preslika Zemljine poldnevnike in
vzporednike v dve druzini ravninskih krivulj. Dva bliznja
vzporednika in poldnevnika na Zemlji oblikujeta plosc¢inski
element, priblizni pravokotnik. Ko se takSen pravokotnik preslika,
pricakujemo naslednje nevsecnosti: kot med sti¢nima stranicama
se spremeni; razmerje med tema stranicama se spremeni; enaki
pravokotniki na razlicnih lokacijah se preslikajo neenako, bodisi
po dolzini, Sirini ali plos¢ini. Seveda ho¢emo najti take preslikave,
ki bodo obremenjene s ¢im manj nevsecnostmi. Posebej
pomembno je, da se ohranjajo lokalni koti, to je lokalna razmerja
stranic. Tedaj se oblika in orientacija drobnih likov pri preslikavi
ohranja. Drobni krogi se, na primer, preslikajo kot krogi. Takim
preslikavam recemo konformne.

31.15 Polarna stereografska

Preslikajmo severno poloblo na tangentno ravnino na severnem
polu! Preslikujemo lahko z zarki, ki izhajajo is sredisca krogle, iz
njenega juznega pola ali iz juZzne neskonc¢nosti. V vsakem primeru
se Zemljini poldnevniki preslikajo v radialne premice, vzporedniki
pa v koncentri¢ne kroge. Razdalja med krogi je odvisna od izbire
zarkov. SrediScni zarki "prevec" raztegnejo ekvatorske predele,
neskoncni pa jih "prevec" stisnejo. OsredotoCimo se torej na juzni
pol kot izvor zarkov. To je polarna stereografska projekcija.

y

b4
o
T

6/2

s Do

Slika 31.11 Polarna stereografska projekcija. Projekcija je primerna za prikaz
polarnih dezel, pa tudi za prikaz zvezdnega neba.

Slika pokaze, da se tocka P(0) preslika v tocko P'(p). Ker je obodni
kot enak polovici sredis¢nega, razberemo iz pravokotnega
trikotnika SNP' povezavo

- (31.46)
= an — .
P 2
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Konformnost

Morska navigacija

Za radij Zemlje izberemo primerno pomanjsano vrednost:
R=M"-Rg, na primer M =1:107. Namesto polarnega kota 0 lahko
uporabimo tudi zemljepisni kot 6 =90° — 6. V tangentni ravnini
vpeljemo koordinatni sistem z izhodis¢em v polu; os y kaze vzdolz
poljubnega poldnevnika ¢y. Potem velja

x=psin (¢ — @g) (31.47)
y=—pcos(p— ).

S tem je preslikava zakljuCena. Seveda ni treba projicirati celotne
hemisfere, ampak le kakSen njen del. Tedaj na tangentni ravnini
vpeljemo lokalni koordinatni sistem, ki je glede na polarnega
ustrezno translatorno zamaknjen.

Je projekcija morda konformna? Plos¢inski element na krogli je
priblizno pravokotnik z vzporednisko stranico Rsinfde¢ in s
poldnevnisko stranico R df. Ustrezajoci ploscinski element v
tangentni ravnini je tudi priblizno pravokotnik s stranicama pde
in dp. Z razmerjem istoleZznih stranic sta podana raztezna faktorja
H=pdp/RsinOde in K=dp/RdO. Ce je preslikava konformna,
mora veljati H =K. Izracunamo odvod dp/df in ga vstavimo v
enacho. Pokaze se, da je kvocient razteznih faktorjev enak 1.
Preslikava je povsod konformna.

Polarna stereografska projekcija je primerna za prikaz dezel v
visokih zemljepisnih Sirinah, pa tudi za prikaz zvezdnega neba.

31.16 Ekvatorska valjna konformna

Ko mora ladja pluti iz kraja A v oddaljeni kraj B, ima na voljo
neomejeno mnogo poti. Ce odmislimo tokove, vetrove in neurja,
je najboljsa pot tista, ki je najkrajsa, torej geodetka, to je glavni
krog na krogli. Tak$na geodetka je na polarni stereografski
projekciji v splosnem krivulja, ki seka poldnevnike pod razli¢nimi
koti. Doloc¢iti in zarisati jo brez obseznega racunanja ni mozno. Pa
tudi sledenje taki ¢rti bi zahtevalo, da krmar stalno spreminja
magnetni kurz ladje.

Druga moznost je krivulja, ki seka vse poldnevnike pod istim
kotom - loksodroma. Je sicer daljSa od geodetke, vendar je za
krmarjenje mnogo bolj primerna. Seveda je tudi loksodroma kriva
¢rta na polarni stereografski projekciji (razen ce pluje ladja po
poldnevniku). Kaj ne bi bilo ¢udovito, ¢e bi imel navigator na mizi
zemljepisno projekcijo, na kateri bi bila loksodroma povsod ravna
¢rta? Med krajema A in B bi potegnil ravno ¢rto in s tem dolocil
kurz ladje. Bolj preprosto ne gre. Poizkusimo, kot navigatorji,
najti tako projekcijo!
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Valjna projekcija

Vpeljava konformnosti
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Slika 31.12 Ekvatorska valjna konformna projekcija. Projekcija je primerna za
prikaz ekvatorskih dezel in za pomorsko navigacijo.

Da bo loksodroma ravna, morajo ocitno biti poldnevniki
ekvidistantne premice, vzporedniki pa nanje pravokotne premice
v takSnih medsebojnih razmakih, da je mreza povsod lokalno
konformna. To pomeni, da moramo projicirati kroglo na valj, ovit
okoli njenega ekvatorja. Valj se seveda da razviti v ravnino. Na
valju postavimo koordinatni sistem z osjo x vzdolz ekvatorja in y
vzdolz poljubnega poldnevnika ¢,. Tocke s poldnevnika ¢ se vse
preslikajo v

Xx=R(p— o). (31.48)

Pri tem se tocCke iz razlicnih Sirin 6 preslikajo v ustrezne y, kakor
doloca zahteva po konformnosti. Ravnamo tako kot pri polarni
stereografski projekciji. Izena¢imo raztezna faktorja
H=dx/Rsinfdg in K=dy/Rd6. V dobljeni enacbi sta vsebovana
dva odvoda. Prvega dx/d¢ zlahka izracunamo in s tem je dolocen
drugi: dy/d6 = R/cos 6. Locitev spremenljivk in integracija pove

6 (31.49)
y=RlIntan 5

Razmiki med vzporedniki torej narascajo z oddaljenostjo od
ekvatorja. To je tudi pricakovati, saj projekcija na silo Siri in
paralelizira krogelne poldnevnike. Seveda ni treba projicirati
celotne krogle, ampak le kakSen njen del. Tam postavimo lokalni
koordinatni sistem, ki je ustrezno translatorno premaknjen.

Ekvatorska valjna konformna projekcija je odlicna za pomorsko
navigacijo in primerna za prikaz dezel v nizkih zemljepisnih
Sirinah.

31.17 Stozcéna konformna

Razrast industrializacije, Sirjenje ZelezniSkega in cestnega
omrezja ter nenehna vojskovanja zahtevajo natancne zemljevide
velikih drzav. Pokaze se potreba po ustrezni projekciji za srednje
zemljepisne Sirine. Smer raziskave je hitro pri roki: zemeljsko
kroglo je treba projicirati na plasc stozca, ki se je dotika v
izbranem vzporedniku. Poldnevniki so tedaj radialne premice,
vzporednike - koncentri¢ne kroge - pa Zelimo razmestiti tako, da
bo projekcija konformna. Tako kot valj lahko tudi stozec nato
razvijemo v ravnino.
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Slika 31.13 Stoz¢na konformna projekcija. Projekcija je primerna za prikaz
dezel v zmernem pasu.

Naj se stozec dotika vzporednika 6o =11/2 — 0, ki je za po oddaljen
od vrha stoZca. Vrhnji polkot stozca je potem tudi enak §y. Obseg
stozca po tem vzporedniku znasa L; = 21 pg sin 6. Ko plasc stozca
razvijemo v ravnino, nastane izsekan krog, katerega celotni
obseg je L, =21 py. Razmerje teh dveh obsegov L, /L, =k = sin 6.
(Spomnimo se na stozcaste Sotore, tipije, prerijskih
severnoameriskih domorodcev! Plasc tipija je to¢no polovica
kroga: k =1/2. To pomeni, da ima vrhnji polkot 6, = 30°.)

V izsekani krog vpeljimo ravninski koordinatni sistem z vrhom v
preseciS¢u tangentnega vzporednika in poljubnega poldnevnika
@o. Os x je usmerjena vzdolz vzporednika in os y vzdolz
poldnevnika. Krogelni poldnevnik ¢ postane na razvitem plascu
stolpca poldnevnik kg.

Ploskovni element na razvitem plasScu stoZca ima vzporednisko
stranico p kdg in poldnevniSko stranico dp, s ¢imer sta dolo¢ena
raztezna faktorja glede na ploskovni element na krogli. Izenacitev
razteznih faktorjev vodi do enacbe dp/p = kd6/sin 6. Integriranje
obeh strani da reSitev

0 31.50
p=Ctank£ ( )

k =sin (11/2 — 0y).
Konstanto C doloc¢imo iz razteznega pogoja: p(6p) = Rtan6y. S tem
sta doloceni tudi koordinati
X =pcosk(p— @p) (31.51)
Yy =po—psink(e—@o).
VzdolZ tangentnega vzporednika so razdalje to¢ne. Ce za
tangentni vzporednik izberemo pol, preide stozec v tangentno
ravnino in projekcija v polarno stereografsko. Ce za tangentni

vzporednik izberemo ekvator, pa preide stoZec v valj in projekcija
v ekvatorsko valjno konformno.

Stozc¢na konformna projekcija je dobra za prikaz dezel na
srednjih zemljepisnih Sirinah.
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Razli¢ice projekcij

Zemlja kot rotacijski
elipsoid

Globalne projekcije

31.18 Druge projekcije

Vsaka izmed obravnavanih tipov projekcij - ravninska, valjna in
stoz¢na - ima ve¢ razli¢ic. Ce, na primer, razvrstimo vzporednike
na enake medsebojne razdalje, dobimo ekvidistantne projekcije.
Razdalje vzdolz poldnevnikov so tedaj pravilne. Spet drugace
izbrana razvrstitev poldnevnikov pa zagotovi, da so pravilne
ploscine. To so ekvivalentne projekcije. Jasno je, da spremenjene
projekcije niso ve¢ konformne.

Zemlja je krogla le v prvem, ¢eravno zelo dobrem priblizku. Tisti,
ki zelijo ve¢jo natancnost, jo aproksimirajo z rotacijskim
elipsoidom s kratko polosjo med poloma. Projekcijske enacbe se
mocno zapletejo in vprasanje je, kdaj jih je sploh smiselno
uporabljati. Splos¢enost Zemlje je namrec zelo majhna:
(a—b)/a=1/300.

Nobena izmed nastetih projekcij ni primerna za prikaz celotne
zemeljske oble. Obliko velikih in "oddaljenih" kontinentov namrec¢
mocno popacijo. So pa ljudje iznasli mnogo kar sprejemljivih
globalnih projekcij. Zal to, da je teh projekcij mnogo, pove, da
nobena ni povsem zadovoljujoca. Ena izmed boljsih je elipticna
projekcija z naslednjimi znacilnostmi. Slika sveta je elipsa z
razmerjem polosi 1:2. Ekvator in vzporedniki so vzporedne daljice
z enakomernim presledkom. Centralni poldnevnik je daljica. Vsi
drugi so polelipse, simetricne glede na ekvator in na centralni
poldnevnik. Polelipsi skozi £90° tvorita krog. Projekcijski obrazci
so ustrezno zamotani in jih ne bomo izpeljevali. [J
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