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20.1 Racunalniki

Matematika kot racunsko orodje znanosti se ukvarja s Stevili,
funkcijami in enacbami. V principu lahko vse to delamo s
svin¢nikom na papirju. Z izumom racunalnika pa se vse spremeni.
Danasnji racunalniki opravijo v sekundi toliko osnovnih racunskih
operacij, kolikor bi jih ¢lovek na papirju v milijon letih. Racuni, ki
so bili do sedaj preobsezni, postanejo prakti¢no izvrsjivi.
Poglejmo, kako lahko racunalnik uporabimo za reSevanje tipi¢nih
matemati¢nih problemov!

Slika 20.1 Osebni ra¢unalnik. Z njim
komuniciramo preko tipkovnice in
katodnega zaslona. (Anon)
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20.2 Koreni enachb
Kadar kaksne enacbe f(x) = 0 ne znamo ali ne zmoremo resiti

algebraicno, s simboli, jo reSujemo numeric¢no, s Stevili.

Z grobim tabeliranjem najdemo dve vrednosti a in b, pri katerih
ima funkcija nasprotna predznaka: nic¢la (koren) lezi tedaj nekje
na intervalu [a,b]. Izracunamo osrednjo tocko
a+b (20.1)
2

CcC=

in funkcijsko vrednost f(c) v njej. Odvisno od predznaka funkcije v
tej tocki je novi interval [a,c] ali [¢,b]. Nadaljujemo, dokler ne
skr¢imo intervala na zeljeno majhnost. To je reSevanje enacCbe z
bisekcijo in je zmeraj uspesno.

Namesto da iS¢emo srediscno toCko intervala, je bolje iskati
toCko, kjer premica skozi obe krajiS¢ni tocki seka abscisno os. Tej
premici reCemo sekanta. Podobna trikotnika z vrhoma pri
presecisc¢u povesta f(b)/(b — ¢) = f(a)/(a — ¢), torej
o= YWB) ~bfta) (20.2)
fib) = fla) -
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Navadna iteracija

Eliminacija

Navadna iteracija

Nato izberemo pravega izmed obeh podintervalov ter ponovimo
postopek. To je reSevanje enacbe z metodo regula falsi. Potrebnih
je manj korakov kot pri razpolavljanju.

Morda lahko enacbo f(x) = 0 izrazimo kot x = g(x)? Potem
vstavimo v desno stran primeren priblizek xq in izracunamo levo
stran - novi priblizek x;:

x1=¢g(xo). (20.3)

Tako nadaljujemo in upamo, da se bodo zaporedni priblizki vse
bolj stiskali - konvergirali - k neki mejni vrednosti. Pravimo, da
enacbo reSujemo z navadno iteracijo.

Kdaj pride do konvergence? Naj bo a iskani koren. Razvoj v vrsto
pove g(x) =g(a) + (x —a)g'(a) +...Ker g(a) = a, velja

gx) —a=g'(a)(x — a). Ker x,11 = g(xp), sledi (x,4+1 —a) =

g'(a)(x, — a). Drugace receno: razlika med priblizkom in korenom
se pri vsaki iteraciji pomnozi priblizno z g'(a). Zato pride do
konvergence, ¢e |g'(a] < 1. Funkcija g(x) torej ne sme v okolici
korena narascati ali padati prestrmo.

20.3 Sistem linearnih enacb

Sistem n X n linearnih enacb je v matri¢ni obliki zapisan kot
A -x=b. Njegova formalna resitev je x=A"1-bh. Numeri¢no jo
doloc¢imo takole (GAUSS).

Najprej k matriki A na desni strani prilepimo stolpec b in tako
dobimo razsirjeno matriko A|b koeficientov. Potem:

1. Najdemo "delovno" vrstico z (absolutno) najvecjim
vodilnim elementom in jo postavimo na vrh.

2. Delovno vrstico delimo z njenim prvim elementom.

3. 0Od vsake naslednje vrstice odStejemo delovno vrstico,
pomnozeno s prvim elementom te vrstice.

4. Pokrijemo prvo vrstico in prvi stolpec ter nadaljujemo s
preostankom po istem postopku, le da odStevamo od
vsake naslednje in od vsake predhodne vrstice.

5. Ponovimo postopek od spodaj navzgor.

Dobimo enotno razsirjeno matriko I|d, to je sistem I-x=d, ki je
ze iskana resitev. To je metoda eliminacije.

Pri eliminaciji se zaokrozitvene napake akumulirajo. Kadar je
matrika velika, postane reSitev neuporabna. Takrat pomaga
iterativna metoda - taka, kot pri iskanju korena funkcije. Matriko
zapiSemo v obliki A =D + R, pri cemer vsebuje prva matrika
diagonalo D =diag A (z ni¢clami drugod), druga pa preostanek

R =A — D (z ni¢lami po diagonali). Tako dobimo enacbo

D-x=b —R-x.V desno stran vstavimo primeren priblizek x° in
izraCunamo levi vektor - z diagonalnimi koeficienti pomnoZeni
novi priblizek x'. Eksplicitno velja:
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1 (20.4)
Xil = — (bl - E ainjO) .
1 j=i
Po zelji lahko v desno stran sproti vstavljamo ze izraCunane nove
komponente. Metoda konvergira, Ce je vsak diagonalni element
matrike A po absolutni vrednosti vecji od vsote absolutnih
vrednosti preostalih elementov v vrstici. (Tako pravijo tisti, ki se
na to spoznajo. Mi se dokazu hvalezno odrekamo.)

Ko iz priblizka x;° izraCunamo novi priblizek x;!, je ta od
predhodnika bolj ali manj razlicen. Naravno se zdi predpostaviti,
da je "pravi" naslednji priblizek x;> odvisen od prejSnjega
priblizka x;° in razlike priblizkov x;! — x;°. Dobljeni priblizek x;!
torej vzamemo za "provizoricnega" in iz njega izracunamo
"pravega":

x?=x"+wkxi! =x9, 0= w. (20.5)

To je prekomerna relaksacija. Ce izberemo w =1, se enacba
poenostavi v navadno iteracijo, kakor tudi mora biti. Parameter w
izberemo s poskusanjem tako, da je konvergenca ¢im hitrejSa.
Tipi¢no je nekaj vecji od 1. Pri vrednostih preko 2 pa rado pride
do divergiranja.

20.4 Odvajanje

Kadar kaksne funkcije ne moremo ali nocemo odvajati
algebraicno, storimo to numericno, in sicer v vsaki tocki, ki nas
zanima.

Okrog tocke x, kjer iS¢emo odvod, razvijemo funkcijo u(x) v
potencno vrsto u(x + h) = u(x) + hu'(x) + ..., iz nje izracunamo prvi
odvod u' in zanemarimo vse viSje Clene:

B u(x+h)—u(x) (20.6)

u'(x) h

To je napredna shema za izra¢un odvoda. Ce bi razvili
u(x—h)=u(x) —hu'(x) ..., bi pa pridelali odzadnjo shemo

u(x) —u(x—nh) (20.7)

u'(x) = h

Napaka metode, ki jo pri razvoju obakrat zagresimo, je
sorazmerna s h: |u'yue — u'] « h. Cim manjsi h izberemo, tem
manjsa je ta napaka. Zal pa pri dejanskem ra¢unanju na konéno
Stevilo decimalnih mest h ne sme biti premajhen. Ker je namrec
vsak Clen v Stevcu obremenjen z zaokrozitveno napako, je
relativna napaka njune razlike tem vecja, ¢im manjsi je h.

Ugodno bi bilo, ko bi bila napaka metode sorazmerna z visjo, ne
zgolj s prvo potenco h. Oc¢itno bo treba v razvoju funkcije v
potencno vrsto upostevati vec ¢lenov. Tako razvijemo u(x + h) in



Drugi odvod,
centralna shema

Pravokotna shema

Trapezna shema

u(x — h), drugo enacbo odsStejemo od prve in iz dobljene razlike

izraCunamo prvi odvod u', pri ¢emer zanemarimo vse viSje Clene:

u(x+h)—u(x—nh) (20.8)
2h '

u'(x)=

To je centralna shema za izracun odvoda. Napaka metode je zdaj
sorazmerna s h2.

Po zgledu priblizkov za prvi odvod izracunajmo Se priblizek za
drugi odvod. Razvijemo u(x + h) in u(x — h), obe enacbi sestejemo,
iz dobljene vsote izracunamo drugi odvod u" in zanemarimo viSje
Clene, pa dobimo:

B u(x+h)—2u(x)+ u(x—nh) (20.9)
= 2 .

u"(x)

To je centralna shema za izracun drugega odvoda. Napaka
metode je sorazmerna s h?.

20.5 Integriranje

Ko odpovejo vsi algebrai¢ni prijemi za izraCun integrala, ni druge,
kot da se zatecemo k numeri¢nim metodam. Abscisno os
razdelimo na primerne velike zaporedne intervale, nekako
izraCunamo delne plosc¢ine nad vsakim in jih nato sestejemo.

Prva misel je, da kos krivulje nad obdelovanim abscisnim
intervalom [x, x + h] aproksimiramo s konstanto; tako pridelamo
ploskev v obliki pravokotnika. Funkcijo u(x) torej razvijemo v
potencno vrsto okrog tocke x in to do prvega ¢lena; tako dobimo
pravokotno shemo

x+h (20.10)
J uddx=u()h.

X

Napaka izradunanega integrala je sorazmerna s h2. Ce ho¢emo
integrirati na velikem intervalu [a, b], ga razdelimo na majhne
intervale (b — a)/N = h. Levi robovi teh intervalov imajo
koordinate x;=a +ih. Celotni integral je potem vsota delnih
integralov

b N-1 (20.11)
Judx=h 3 u(x).
a i=0

Lokalne napake se pri sestevanju preko N =[b —al/h
podintervalov akumulirajo in celotna napaka N - h? postane
sorazmerna z |b — a|h.

Druga misel je, da kos krivulje nad obdelovanim abscisnim
intervalom aproksimiramo s sekanto; tako pridelamo ploskev v
obliki trapeza. Funkcijo u(x) torej razvijemo v potenc¢no vrsto
okrog tocke x do linearnega €lena, izrazimo prvi odvod z



Paraboli¢na shema

enostransko desno shemo, zanemarimo visje ¢lene in dobimo - z
napako, sorazmerno s h3 - trapezno shemo
x+h (20.12)

;{' u(x)dx=u(x)%u(x+h)h_

Integral po ve¢jem obmocju [a, b] je vsota integralov po
podobmodjih (b — a)/N = h. Oznacimo x; = a + ih, pa dobimo

b
f u(x)dx =

a

(20.13)

NS

N-1
> [ulx) + ulxis1)].
i=0

Lokalne napake se pri seStevanju akumulirajo in celotna napaka
postane sorazmerna z |b — a|h?.

Se bolj natanéna je aproksimacija s parabolo. Funkcijo torej
razvijemo v potenc¢no vrsto okrog tocke x + h do kvadratnega
Clena, izrazimo prvi odvod s centralno shemo, drugi odvod s
centralno shemo, zanemarimo viSje ¢lene in dobimo - z napako,
ki je zdaj sorazmerna s h° - paraboli¢cno shemo (SIMPSON)

x+2h (20.14)
f 00 dx = u(x) +4u(x+h) + u(x+2h) b

3
X

Integral po vec¢jem obmocju [a, b] je vsota integralov po
podobmocdjih (b — a)/2N = h, torej

b h N-1 (20.15)
Ju)dx= 3 >, [ulxa) +4u(xzivr) + ulxzi2)].

a i=0
Kumulativna napaka je sorazmerna z |b — alh*. Od vseh nastetih
shem je torej parabolicna dale¢ najbolj natancna in je zato

priporocljiva za uporabo.

20.6 Spektralna analiza

Vsako periodi¢no funkcijo lahko zapiSemo kot vsoto harmonic¢nih
funkcij (13.8). Naj bo periodi¢na funkcija f(t) podana - s tabelo ali
enacbo - v ekvidistantnih tockah kAt, k=0,1,2,3... N —1 preko
celotne periode. Poznamo torej vrednosti f;. Funkcijo tedaj
zapiSemo kot superpozicijo

1 N-1 (20.16)

fi=Re — 2 Bn @2mink/N
N n=0

Harmonicne koeficiente izracunamo takole:
N-1 (20.17)

B, = 2 fie~2mkn/N
k=0
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Filtriranje Suma

Tangentna metoda

Ce ¢asovna funkcija ni periodi¢na, moramo v interval na obeh
koncih zajeti tocke, ki so zanjo "tipi¢ne", karkoli pac to ze
pomeni.

Vzorcenje casovne funkcije z odseki At ne more zajeti
harmonikov, ki imajo periodo krajso od 2At, ampak jih prepozna
kot harmonike z daljSimi periodami. Zato tudi ni verodostojno
racunati njihovih amplitud. To je razlog, zakaj pri diskretni
transformaciji racunamo najvec toliko harmonikov, kot imamo na
voljo ¢asovnih tock.

Vremenoslovci merijo temperaturo zraka vsak dan ob treh casih:
zjutraj, opoldne in zvecer. Tako dobijo ¢asovni niz preko mnogih
let. Ta niz kaze pocasno nihanje preko enega leta (sezonske
spremembe), na katerega je naloZeno hitro nihanje preko enega
dne (dnevne spremembe). Kako bi iz Casovnega niza "odstranili"
dnevne spremembe, da ne bi "kvarili" sezonskih sprememb
oziroma da bi bile te bolj vidne? — Casovnemu nizu dolo¢imo
spekter. — Dobljeni spekter pomnozimo s tako funkcijo, da nam
frekvence izven izbranega frekven¢nega pasu zavzamejo vrednost
0, znotraj pa ostanejo nespremenjene. — Iz popravljenega
spektra izracunamo popravljeni ¢asovni niz, ki ne vsebuje vec
motecih frekvenc. Recemo, da smo niz filtrirali. Opisana metoda
je zelo priroc¢na za filtriranje vsakrsnih nizov, v katerih je signal
pomesan s Sumom.

20.7 Enacba rasti

Enacbo rasti (za spreminjanje mase vode v rezervoarju z dotoki in
odtoki)

dm fm, b (20.18)
— =f(m,

dt
resujemo najbolj preprosto takole. Odvod dm/dt izrazimo z
napredno shemo (20.6) in dobimo

m(t + dt) = m(t) + f(m, t)dt. (20.19)

To je tangentna metoda (EULER). Ce poznamo vrednost m(t) ob
Casu t, lahko iz (20.19) izracunamo, kaks$na je vrednost m(t + dt)
ob malo kasnejSem casu t + dt. Nato postopek ponavljamo po
korakih dt. Za zagon potrebujemo zacetni pogoj m(ty) = my.

Metoda ima - zaradi uporabljene sheme odvoda - pri enem
koraku lokalno napako |mye — m| « (dt)?. Cim manjsi korak dt
uporabimo, tem bolj natanc¢no je dolocena m(t + dt). Premajhnega
koraka pa spet nima smisla vzeti, ker napako (dt)? prevpije
nenatanc¢nost racunanja na N decimalnih mest, 107N, Za
najmanjsi $e smiselni ¢asovni korak zato velja dt > 10~N?2,

Z naraScanjem Stevila korakov se lokalne napake akumulirajo:
kumulativna napaka po n korakih je zato sorazmerna z n - (dt)? =



Dvotangentna
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|t — to|/dt - (dt)? = |t — to|dt. Tetivna metoda je zato malo natanc¢na.
Uporabna je predvsem za racunanje ne predalec od zacetne
tocke.

Poskusimo najti boljSo shemo! Funkcijo m(t + dt) razvijemo v
vrsto do kvadratnega Clena. V tem razvoju upoStevamo
dm/dt = fim,t) in d?m/dt? = df(m,t)/dt. Nato aproksimiramo
dfim,t)/dt = [fim(t + dt),t + dt) —f(m,t)]/dt in znotraj tega

m(t + dt) = m(t) + dt f(m,t). Ko vse skupaj zlozimo, dobimo

fim+ dtfim,b), t+dil + fmp) (20.20)
; .

m(t+dt) =m(t) +

Namesto tangente dm/dt v tocki t torej uporablja metoda
povprecno vrednost tangent v tockah t in t+dt. Da bi dolocili
vrednost tangente v tocki t+dt, bi pravzaprav ze morali poznati
vrednost m(t+dt) v tej tocki. Ker tega ne vemo, aproksimiramo
vrednost m(t+dt) s formulo (20.6). Za prakticno racunanje so
primerne naslednje oznake:

ki=f(m,t) (20.21)
kz =f(m + kldt, t+ dt)

ki ko
m(t+dt)=m()+(—+ —)dt.
2 2
To je dvotangentna metoda. Njena napaka pri enem koraku je

sorazmerna z (dt)3 in preko daljSega intervala sorazmerna s
|t — tol(dt)*.

20.8 Enacbha gibanja

Gibalna enacba (za gibanje toCkastega telesa pod vplivom sile)

d?s A ds ) (20.22)
—Z —flt,s, —
dt? dt
je ekvivalentna sistemu dveh sklopljenih enacb
ds (20.23)
==y
dt
Y s, v)
— =f(t,s,Vv).
dt

To sta dve enacbi prvega reda in reSujemo ju skupaj, korak za
korakom, po dvotangentni metodi (20.21): najprej izracunamo
v(t + dt), nato pa Se s(t + dt). Lego in hitrost torej raCunamo v
istih ¢asovnih tockah.

Racunanje lege in hitrosti v istih ¢asovnih tockah gotovo ni
najbolje. Ce se omejimo na primer, ko sila f ni odvisna od hitrosti
v, sta lega in hitrost lepo "prepleteni" v ¢asu: s(t + dt) =

s(t) + v(t+dt/2)dt in v(t + dt/2) = v(t — dt/2) + f(t,s(t))dt. Obe
koli¢ini lahko zato racunamo v medsebojno zamaknjenih ¢asovnih



Protito¢na shema

Kriterij stabilnosti

tockah. Ob Casu t naj bo zaCetna lega sq in ob ¢asu t + dt/2
"zacCetna" hitrost vy,,. Nove vrednosti dt kasneje so:

S1 =80+ vipdt (20.24)
Vit =Vip +fidt.

Ce "zacetne" hitrosti ne poznamo, jo dolo¢imo iz prave zacetne
hitrosti vg s posebnim korakom po tangentni metodi
Vi =Vo + fodt/2.

20.9 Advekcijska enacba

Advekcijsko enacbo (za Sirjenje koncentracije primesi s snovnim
tokom)

aQ aQ (20.25)

o=

at 0x
preucujmo na intervalu [0,I]. Interval opremimo s tockami v
razmikih dx. V teh tockah si mislimo vrednosti Q;* ob ¢asu ndt. Iz
njih moramo izraCunati vrednosti Q;"*! ob naslednjem casu
(n+1)dt.

V vsaki tocki aproksimiramo ¢asovni odvod z diferenco naprej v
Casu in prostorski odvod z diferenco proti toku:

aQ/at = (Q™*1 — QM)/dt in 9Q/ox = (Q; — Q;_1)/dx. Nove vrednosti so
potem podane eksplicitno takole (za ¢ > 0):

Qli=Q;—r(Q;i—Qi-1) (20.26)
r=cdt/dx.

Racunati za¢nemo ob c¢asu n =0, ko so tocke opremljene z
zaCetnim stanjem. Za vsako notranjo tocko izracunamo prihodnjo
vrednost. Robni toc¢ki izracunamo posebej, v skladu z robnimi
pogoji: postavimo ju na predpisano vrednost ali na vrednost prve
notranje tocke. Potem nadaljujemo z naslednjim korakom v Casu,
dokler je pac treba.

KolikSna intervala dx in dt naj izberemo? Izkusnje kaZejo, da pri
uporabljenem r kaksna tockovna vrednost scasoma podivja v
neskonc¢nost. Ko primerno zmanjSamo r, pa se to ne zgodi. Da bo
shema stabilna, je ocitno potreben naslednji pogoj:

max; |Q;"*!| = max; |Q;"|. Analiti¢na resitev Q(x,t) advekcijske
enacbe je vsak izraz oblike exp (iwt) exp(ikx), pa tudi linearna
kombinacija takih ¢lenov. (Paziti moramo na razliko med
kompleksno enoto i in tocko i.) Naj bo torej

Q" = exp(iwndt) exp(ikidx) takSna elementarna resitev v tockah
(i,n). Potem max;|Q;"| = |exp(iwndt)| in kriterij stabilnosti se zapise
kot

exp(iw(n+1)dt) =1 =1. (20.27)

exp(iwndt)



Presko¢na shema

Kriterij stabilnosti

Stabilnost protitocne sheme (20.26) torej raziS¢emo tako, da
vanjo vstavimo Q;"*! = exp(iw(n+1)dt in Q;" = exp(iwndt) ter
izraCunamo njun koli¢nik. Ta vsebuje parameter r in s kriterijem
stabilnosti je slednji tudi dolocen. Tako izracunamo
A=1-r(1—-coskdx)— irsinkdx) in iz kriterija |A| =1 sledi

r=1. (20.28)

Torej moramo uporabiti tako kratek dt, da se lokalne motnje
premaknejo za manj kot dx. Ce hoemo zmanj$ati prostorski
interval za dvakrat, moramo zmanjSati ¢asovni interval za
dvakrat, torej povecati racunsko delo za faktor Stiri.

20.10 Valovna enacbha

Valovna enacba (za Sirjenje snovnih ali elektromagnetnih valov)
0%h ) a%h (20.29)

— =C
at? x>

se zapiSe kot sistem dveh advekcijskih enacb

oh B v (20.30)
ot  ox

w__ o

ot X

Nazorno sta to enacbi za gladinske valove v plitvi vodi: h je viSina
vala nad/pod neperturbirano gladino (normirana na njeno
globino), v pa horizontalna hitrost vode. Gradient hitrosti torej
povzroca spremembo viSine vala, gradient viSine vala pa
povzroca spremembo hitrosti.

Zaradi prepletenosti obeh spremenljivk h in v in njunih
gradientov je smiselno racunanje v dveh naborih tock. Naj bosta
torej zacetni polji v dveh naborih tock v°; in h%./; nabora tock
sta medsebojno zamaknjena za interval dx/2. V ¢asovnem
intervalu dt se hitrostno polje spremeni v

vii=v%—c?(dt/dx) (%412 — hO%-1p2), (20.31)
nakar se spremeni Se viSina polja v
hlivip =hO% = (dt/dx) (Vi —VY). (20.32)

To je preskocna shema. Na robovih je treba upostevati primerne
robne pogoje. Zaradi medsebojne zamaknjenosti tock so odvodi
efektivno centralni in metoda je drugega reda natancnosti, to je,
njena kumulativna napaka je sorazmerna s |t—to|(dt)?.

Da bo resitev dveh advekcijskih enacb stabilna, moramo
uporabljati, kot smo ze spoznali, dovolj kratke casovne korake:

r<1 (20.33)
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20.11 Difuzijska enacba

Difuzijsko enacbo (za Sirjenje koncentracije primesi v mirujoci
snovi)

aQ 32Q (20.34)
—~=D—
ot ax?
resujemo v toc¢kah i z diferencami naprej v Casu in centralno v
prostoru:

QLi=Qi+1r(Qit1—2Q;i+ Q1) (20.35)
r=Ddt/dx2.

Racunati za¢nemo ob ¢asu n =0, ko so toCcke opremljene z
zacCetnim stanjem. Za vsako notranjo tocko izracunamo prihodnjo
vrednost. Robni tocki izracunamo posebej, v skladu z robnimi
pogoji: postavimo ju na predpisano vrednost ali na vrednost prve
notranje tocke. Potem nadaljujemo z naslednjim korakom v ¢asu,
dokler je pac treba.

Stabilnost sheme doloc¢imo tako kot pri advekcijski (in valovni)
enacbi. V shemo (20.35) vstavimo Q;"*! = exp(iw(n+1)dt in

Q" = exp(iwndt) ter izracunamo njun kolicnik. Ta vsebuje
parameter r in s kriterijem stabilnosti je slednji tudi dolocen.
Tako izracunamo A = 1 — 4rsin? (k/2) in iz kriterija |A| = 1 sledi

r=1/2. (20.36)

Ce ho¢emo zmanjsati prostorski interval za dvakrat, moramo
zmanjSati ¢asovni interval za Stirikrat, torej povecati racunsko
delo za faktor osem. V treh dimenzijah ravnamo podobno. Prostor
razdelimo na kocke z robom dI in raCunamo Qyj v njihovih
ogli$¢ih. Stabilnost sedaj zahteva r= Ddt/dI?> < 1/6.

20.12 Potencialna enacba

Potencialno enacbo (za deformacijsko polje snovi ali za
elektrostaticno polje v kondenzatorju)
2P 92 20.37
ax%  ay?
aproksimiramo v toc¢kah (i,j) s centralnimi diferencami v prostoru
ter reSujemo z relaksacijo (20.4):

¢..1=1(¢. iyt F i) (20.38)
y 4 i+l i-1j ij+1 ij—1) -

Po Zelji v desno stran sproti vstavljamo Ze izraCunane nove
komponente. Lahko pa celo dobljeni novi priblizek ¢;
poimenujemo kot "provizoricnega" in iz njega izracunamo
"pravega" (20.5),

P2=¢2+w(d! - ¢, 0=sw. (20.39)



Robni pogoji

Strelska metoda.

Pri vsakem ¢asovnem koraku morajo biti podani vsi robni pogoji s
predpisanimi vrednostmi. Ce je kakSen robni pogoj podan z
odvodom, na primer s ¢,(i=1) = A, izracunamo robno vrednost
¢(1) iz aproksimacije A = [¢p(2) — ¢(1)]/dx. Posebej za ¢,(i=1) =0
velja ¢(1) = ¢(2).

Podrocje, na katerem zelimo resiti potencialno enacbo, tudi ni
nujno pravokotnik. Ce je krog ali krogla, si pomagamo tako, da
zapiSemo V2 ¢ = 0 v cilindri¢nih ali krogelnih koordinatah in
primerno diskretiziramo odvode. Ce pa je podrodje "nepravilne"
oblike, potem vozliS¢a mreze ne padejo tocno na robove obmocja.
Za vsako robno tocko mreze moramo potem dolociti vrednost z
interpolacijo iz notranjih tock. V podrobnosti se ne bomo
spuscali.

20.13 Amplitudna enacba

Gibanje kvantnega delca v potencialnem polju opisuje razsirjena
amplitudna enacba
d?y (20.40)

o =[E-V(X)]y.

Energije E ne poznamo. V diskretnih tockah zapiSemo enacbo kot
Wir1 = —Wi-1+2y; + fIE, V). (20.41)

Nato izberemo primerno vrednost energije E. Ker mora veljavna
amplituda izginiti pri prodiranju v visok potencial, postavimo
zacCetno vrednost yg na nic¢ in naslednjo vrednost y; na poljubno
majhno Stevilo. Nato izracunamo vrednost y, iz obeh predhodnih.
Tako korakamo do desnega roba. Dobljeno amplitudo normiramo.
S tem se ustrezno prilagodijo vse strmine, tudi tista, ki smo jo
izbrali na levem robu. Ce je sedaj desna robna amplituda enaka
ni¢, je bila izbrana energija kar prava. Ce pa ne, poskusimo znova
z drugo energijo. Ko smo nasli dve energiji, pri katerih amplituda
spremeni predznak na desnem robu, pois¢emo boljSe priblizke z
razpolavljanjem tega intervala. Podobno pois¢emo tudi druge
energije in lastne funkcije. Metoda je uporabna tudi za
osnosimetri¢ne in centralne potenciale V(r), le V2y moramo
zapisati v ustreznih koordinatah. [
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