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18.1 Diferencialne enacbe

Iz fizike poznamo naslednje. Premik ds telesa v kratkem
casovnem intervalu dt je odvisen od njegove hitrosti v: ds = v dt;
pospesek telesa d?s/dt? je odvisen od sile F nanj: d2s/dt? = F/m; in
tudi mnoge druge spremembe v naravi so opisane z enacbami, v
katerih nastopajo odvodi/diferenciali koli¢in. To so diferencialne
enacbe. Na splosno zapiSemo "navadno" diferencialno enacbho v
diferencial, razlikujemo enacbe prvega, drugega in visjih redov.
Resitev diferencialne enacbe je funkcija u(t), ki tej enacbi
zadoSca.

Spremembe funkcij ve¢ spremenljivk, tipicno Casa in prostora,
opisujejo enacbe, ki vsebujejo parcialne odvode. To so parcialne
diferencialne enacbe. Taksna je, na primer, lokalna sprememba
koncentracije primesi v zractnem toku v odvisnosti od lokalnega
gradienta koncentracije: dQ/ot = c 9Q/dx. Za funkcijo dveh
spremenljivk ima parcialna diferencialna enacba splosno obliko
F(u, X, y, Uy, Uy, Uy, U%yy, u?y...) = 0. Njena resitev je taka funkcija
u(x,y), ki enacbi zadoS$c¢a. Podobno velja za funkcije treh in vec
spremenljivk. Poglejmo in resimo tipi¢ne enacbe, navadne in
parcialne, ki jih srecamo v fiziki!

18.2 Enacbe prvega reda

NajpreprostejSe enacbe so naslednje:

du (18.1)
@ =f(t)

du

a =g(u)

du

a =flt)g(u).

Vse reSujemo na enak nacin - z lo¢evanjem spremenljivk in
integriranjem, na primer:

du (18.2)
fgw)—fﬂww.

Ce imamo sreco, pridela integracija splosno resitev v eksplicitni
obliki u=é&(t) + C. Z zahtevo, da je izpolnjen zacetni pogoj

u(0) =uy, je konstanta C enolicno dolocena in dobimo posebno
resitev enacbe.
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Bolj zapletena je enacba

du (18.3)
1 + fithu=g(t).
Na obeh straneh jo pomnozimo s Se neznano funkcijo w(t), jo
spravimo pod diferencial (pri tem pridelamo dodatni ¢len, ki ga
moramo odsteti) in dobimo d(uw)/dt — [u dw/dt + uwf] = wg.
Izberemo tak w, da je izraz v oglatem oklepaju nic, torej:

dw (18.4)
—+fw=0.
dt

To je separabilna enacba dw/w = —fdt z integralno resitvijo

w = Cexp(—ffdt). Preostane enacba
d 18.5
ot +wg=0 ( )
dt
E=uw,

ki je spet separabilna; iz nje izraCunamo & ter potem u = &/w.
Splosno enacbo

du . (18.6)
it =flu,t)
reSujemo z nastavkom v obliki potenc¢ne vrste. Nastavek
u(t) =ag+ a;(t—to) + ax(t —tp)% + ... vstavimo v enacho,
izraCunamo, kar je treba, in uredimo dobljene Clene po
narasScajocCih potencah t", vse na isti strani enacbe. Koeficient
pred vsako potenco (vsebujo¢ razlicne a;) mora biti enak nic.
Posamezne qg; dolo¢imo iz teh pogojev rekurzivno.

18.3 Enacbe drugega reda

Prototipne enacbe drugega reda so enacbe gibanja: opisujejo,
kako se giblje telo pod vplivom sil. NajpreprostejSe enacbe

d_zs — 1) (18.7)
dt?

d?s

a2 =f(s)

d’s _ds

a2 _f(E)

resujemo s substitucijo ds/dt =v, ki pripelje na enacbo prvega
reda: dv/dt = f(t) ali dv/dt = (dv/ds)(ds/dt) = vdv/ds = f(s) ali

dv/dt = f{v). Vsaka dobljena enacba je separabilna in jo resimo na
v, potem pa z njim iz substitucijske enacbe izracunamo Se s. Pri
tem pridelamo dve nedoloceni konstanti. Dolo¢imo ju iz dveh
zacCetnih pogojev s(0) =sq in s'(0) = v(0) = vy.



Prosto nihanje

Vzbujeno nihanje

Bolj zapletene so linearne enacbe s konstantnimi koeficienti;
opisujejo razne vrste nihanj. Najbolj preprosta med njimi je
enacba prostega nihanja:
2

E'|'(J.)025=0. (188)

dt?
Kaksna je njena resitev, pravi kar enacbha sama: drugi odvod
katere funkcije je spet ta funkcija, vendar z nasprotnim
predznakom? To je sinus ali kosinus. Nastavek s = cos wt pove
w = wg. Podobno velja za nastavek s = sin wt. SploSna resitev je
linearna kombinacija obeh delnih resitev:

s=A;coswyt +Aysinwgt . (18.9)

Konstanti A; in A; dolo¢imo iz zacetnih pogojev s(0) = s in
S'(O) =Vy.

Opazimo tudi naslednje. Zapisana nihajna enacba (18.8) je
pravzaprav realni (ali imaginarni) del kompleksne enacbe s
povsem enako obliko, le da je v njej koli¢ina § = (x +iy)
kompleksna: (x +iy)" + wo? (x +iy) = 0 pomeni (x" + w2 x) +

i(y" + wp?y) =0, to je par "navadnih" enacb. Zato jo lahko
resujemo tudi s kompleksnim nastavkom $ = (sg exp i) exp iwt. Ko
ga vstavimo v nihajno enac¢bo, dobimo (iw)? + wy? = 0, torej

w = wq. Tako realni kot imaginarni del kompleksnega nastavka sta
iskani resitvi: s =sgcos (wot + 6) ali s = sqsin (wot + 6). Konstanti sg
in 6 dolo¢imo iz zacetnih pogojev. Ce upostevamo $e obrazec za
sinus ali kosinus vsote (10.15), pa dobimo reSitev v obliki
s=A;coswot +A;sin wot. Novi konstanti se izrazata s starima:

502 =A12 +A22 in tand = —A,/A;.

Gibanje nihala, na katerega deluje dodatni zunanji harmoni¢ni
vpliv s frekvenco w, opisuje enacba

d?s (18.10)

— +wg?s=Acos(wt+6).

dt?
Zapisano enac¢bo razsirimo v kompleksno obliko $" + wy?$§ =
A expiwt, pri éemer A = A expib. Za resitev pri¢akujemo nihanje z
isto frekvenco kot zunanji vpliv, zato izberemo nastavek
S=3§pexpiwt, pri Cemer §y=sgexpib, in ga vtaknemo v nihajno
enac¢bo. Dobimo (iw)%8y + wo28y = A, torej §o = A/(wy? — w?).
Koli¢ini §, in A sta povezani z realnim sorazmernostnim
faktorjem, zato sta njuni fazi enaki in velja

s=5gpcos (wt+6) (18.11)
A
So=—7-.
0 V(wg? — w?)

Nihalo niha harmoni¢no z isto frekvenco w kot vzbujevalec. Cim
manjsa je razlika med frekvenco vzbujevalca in lastno frekvenco
wy nihala, tem vecdja je amplituda sy nihanja. Ko sta frekvenci
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Vzbujano nihanje z
dusenjem

Duseno nihanje

enaki, je amplituda neskonc¢na. Recemo, da je nihalo v resonanci
z vzbujevalcem. Seveda nastopa v naravi trenje/upor, ki ga nismo
upostevali, in so zato vzbujene amplitude koncne.

Vzbujeno nihanje z linearnim uporom zapiSemo z enacbo

d?s ds ” (18.12)
@ + ya + wp*s =Acos (wt +6).
Postopamo enako kot pri nedusenem vzbujanju in pridelamo
enac¢bo $y=A/(wy— w +iyw) = RA. To enacbo zapisemo v obliki
So=Rexpif-Aexpib = RAexpi(0 + 6). Realni del leve strani je
enak realnemu delu desne strani, zato

s=RAcos(wt+6+0). (18.13)

Nihanje je harmonic¢no s frekvenco vzbujevalca, vendar je
Casovno zamaknjeno. Amplituda je doloCena z R in faza s 6.
Dolo¢imo ju! Definicijski izraz za R kvadriramo, to je, pomnoZimo
ga s konjugirano vrednostjo, in dobimo:

1 (18.14)

T VI(0? - wod)? + Y w?]

Reciproc¢ni izraz za R preoblikujemo takole: 1/R= 1/Rexpif =
(1/R) exp (—if) = (wy? — w? + iyw). Realni del dobljenega izraza je
cos 0 in imaginarni del je —sin 8. Njuno razmerje pove

—yw (18.15)

tanf = 5

wo? — w?’

Pri nizkih vzbujevalnih frekvencah nihalo kar sledi vzbujevalcu.
Pri visokih stoji pri miru, saj nima Casa, da bi mu sledilo. Trenje
poskrbi, da je resonantno ojacanje konc¢no. Nihanje vedno kasni
za vzbujevanjem. Kasnenje narasca s frekvenco. V resonanci
kasni natanko za Cetrt nihaja.

Slika 18.1 Resonantna krivulja
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Preostane Se duSeno nihanje:

dzs+ ds+ 2620 (18.16)
— — +wp‘s=0.

AR T

Na enacbo pogledamo, kot da je kompleksna. Pricakujemo
nihanje z zmanjSevanjem amplitude s casom in zato poskusimo z

nastavkom § = expirft s kompleksnim 7. Kompleksni eksponent
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Splosna enacba

namrec vsebuje realni in imaginarni del, ki poskrbita za oboje -
dusenje in nihanje. Dobimo (—72 + iyF + wy?) expift = 0. Prvi faktor
mora biti enak ni¢, to pa je pri #=iy/2 £ V(wg? — y?/4) oziroma
okrajsano 7=1iy/2 = w. Privzemimo, da je dusenje tako majhno, da
je podkorenski izraz pozitiven. Tedaj je frekvenca w realna. Potem
dobimo resitev § = exp (—yt/2) [c; exp (iwt) + ¢, exp (—iwt)]. Da
bomo kompleksno resitev reducirali na realno, moramo postaviti
cy = c1* oziroma obratno in dobimo

s=spe "2 cos (wt + 6) (18.17)
w=V(wo?—y?),y<wo.
Nihanje je harmoni¢no z manjsSo frekvenco kot pri prostem
nihanju, amplitude pa so eksponentno dusene. Ce je duSenje
premocno, si zlahka predstavljamo, da do nihanja sploh ne pride,

ampak preostane le eksponentno pojemanje. Racunsko pa se tega
ne bomo lotili.

Splosno enacbo drugega reda
d?u
dt?

_fut g) (18.18)
EEA

resujemo z nastavkom s potencno vrsto, prav tako kot enacbo
prvega reda (18.6).

18.4 Advekcijska enacba

Transport primesi ali temperature s konstantnim snovnim tokom
opisuje advekcijska enacba

aQ aQ (18.19)

—=—Cc—.

ot 90X
Konstanta c je hitrost toka. Ce je pozitivna, tece tok v smeri osi x,
sicer pa v nasprotni smeri. Ker je tok konstanten v prostoru in
Casu, se zacetni oblak primesi Q(x,0) = F(x) zgolj translatorno
premakne in se ni¢ ne deformira. Na neomejenem obmocju
[—,+x] ima torej enacba resitev

Q(x,t) =F(x — ct) (18.20)

s poljubno funkcijo F. V to se prepricamo z neposrednim
odvajanjem. Na omejenem obmocju [0,I] je treba pri toku z leve
(c > 0) poleg zacetnega profila specificirati Se levi robni pogoj,
recimo u(0,t) = 0. Ce prihaja tok z desne, pa je potreben desni
robni pogoj.

18.5 Valovna enacba

Snovni ali elektromagnetni valovi se pokoravajo valovni enacbi

au 5 92u (18.21)

—Q =C .
at? x>
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Neomejen prostor

Enacbo zapiSemo v obliki (8%/0t% — c?9?%/ox?*)u =0, jo
"faktoriziramo" v (9/at — ca/9x)(d/dt + cd/ax)u = 0 ter pridobimo dve
advekcijski enacbi. S tem smo nasli tudi splo$no resitev na
neomejenem podrocju:

u(x,t)=F(x—ct) + G(x + ct) (18.22)

Funkciji F in G sta poljubni. Zacetni profil u(x,0) = F(x) + G(x) je
sestavljen iz dveh delov, od katerih se vsak giblje v svojo stran v
nespremenjeni obliki. Da je splosna resitev res prava, se
prepriCamo z neposrednim odvajanjem.

Na omejenem podrocju [0,I] sta poleg dveh zacetnih pogojev
u(x,0) = f(x) in ux(x,0) = g(x) potrebna Se dva robna pogoja;
najpreprosteje u(0,t) = u(l,t) = 0. ISCemo resitve v obliki

u(x,t) = X(x)T(t). Vstavitev v valovno enacbo pove X,,/X = Ty/c?T.
Leva strann je odvisna samo od x in desna samo od t. To je mozZno
le, Ce je vsaka stran enaka isti konstanti, —A. ReSitev leve enacbe
je sinVAx ali cos VAx ali linearna kombinacija obeh. Da ustrezemo
levemu pogoju, vzamemo sinus, desnega pa zadovoljimo z izbiro
konstante vA = ni/l. ReSitev druge enacbe sta sinus ali kosinus
argumenta vAct = nmict/l oziroma njuna linearna kombinacija,
torej

0 (18.23)
. nox nict . nmct
u(x,t)= > sin - (a,cos - + b, sin 7 ).

n=1
Da ustrezemo zacetnima pogojema, mora veljati

u(x,0) =f(x) => a, sinnmx/l in u'(x,0) = g(x) =3 (nuc/l) b, sin nmx/I.
Koeficienti so torej

1 (18.24)
2 . nIx
ap== [ fix)sin — dx
l l
0
1
2 _nImx
b,=—— fg(x)sm—dx.
nic [

Ce g(x) =0, so ¢asovno odvisni ¢leni v resitvi le kosinusi; osnovna
frekvenca nihanja znaSa w; =nc/l, ostale pa so njeni celostevil¢ni
mnogokratniki.

18.6 Difuzijska enacba

Za difuzijo primesi ali temperature v mirujoci snovi velja
difuzijska enacba

9 92 18.25
—Q=D—Q, D>0. ( )
ot x>

Naj bo prostor za difuzijo neomejen. Najpreprostejsi zacetni
profil primesi je oster vrh pri x =0. Gibanje delca primesi po
ozadju snovnih molekul spominja na kotaljenje kroglice po



Omejen prostor

ozlebljeni deski (pri fiziki). Porazdelitev kroglic po odmiku od
sredis¢ne lege je normalna. Domnevamo, da je tako tudi pri
difuziji delcev primesi: okrog zacetne lege se bodo razprsili
normalno in ta razprsitev se bo scasoma Sirila in nizala. Zato
izberemo nastavek Q = 1/v(2ma) - exp (—x?/2a), pri ¢emer je a
neznana funkcija ¢asa. Vstavimo ga v difuzijsko enacbo (18.25) in
ugotovimo, da ji zadoSca, ako a = 2Dt. To torej pomeni, da je
reSitev

—x? (18.26)
20,2

Qx,t) = (21 exp

0,2=2Dt.

O pravilnosti se prepricamo tako, da resitev vstavimo v difuzijsko
enacbo.

Normalna reSitev v dveh dimenzijah je produkt normalnih resitev
v posami¢nih dimenzijah. Dobimo jo, ¢e nadomestimo x? - p? in
0,2 = 0,2 =4Dt. Podobno velja za tri dimenzije: x>—=r? in

02— 0,2=6Dt.

Q Slika 18.2 Difuzija to¢kastega izvora.
14 Prikazana je enodimenzionalna difuzija za
D=1 in ob ¢asovnih enotah 0.01 (modra) ter
1 (rdeca).

Kaj pa, ¢e zacetni profil v neomejenem prostoru ni tockast,
ampak je razmazan v oblak? Potem je gotovo tezko - Ce sploh -
najti analiticno resSitev. S tem se ne bomo ukvarjali.

Prostor, v katerem poteka difuzija, je lahko tudi omejen s stenami
take ali drugacne vrste. Poleg zaCetnega profila po vsem prostoru
so potem merodajni tudi robni pogoji, ob vseh c¢asih, na teh
stenah. Na omejenem podrocju [0,l] sta poleg zaCetnega pogoja
potrebna torej Se dva robna pogoja; najpreprosteje je, da sta oba
nic¢: Q(0,t) = Q(L,t) = 0. Postopamo tako kot pri valovni enacbi.
Nastavek Q(x,t) = X(x)T(t) pove X,/X =T/DT. Leva stran je
odvisna samo od x in desna samo od t. To je mozno le, Ce je vsaka
stran enaka isti konstanti, —A. ReSitev leve enacbe je sin vVAx ali
cosVAx ali linearna kombinacija obeh. Da ustrezemo levemu
pogoju, vzamemo sinus, desnega pa zadovoljimo z izbiro
konstante vA = nii/1. Desna enacba ima resitev exp(—ADt).
Celotna resitev je torej linearna kombinacija
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Na kvadratnem
obmocju

[ee]

(18.27)

_nomx —n?n?Dt
Q(x,t)= > cpsin exp——.

n=1

Koeficiente ¢, izberemo tako, da resitev zadosca zaCetnemu
pogoju Q(x,0) =3 ¢, sin (nx/I). To je razvoj v trigonometri¢no
vrsto sinusov, torej

(18.28)

2
Cn=7

nix
Q(X,O) sin T dx.

OHN

Drugacne robne pogoje obravnavamo takole. Pogoja

Q(0,t) = Q(L,t) = A prevedemo na nic s premikom skale Q- Q +A.
Pri pogojih Q4(0,t) = Q\(L,t) = 0 pa vzamemo za krajevne funkcije
kosinuse.

18.7 Potencialna enacba

Na okvir napeta elasticna opna ali med prevodnike napeto
elektri¢no polje zadoscata potencialni enacbi

a?u  9%u (18.29)

—+—=0.

x> ay?
Na omejenem kvadratnem obmocju [0,a] x [0,b] naj bodo robne
vrednosti iskane funkcije povsod enake nic, le na desnem robu
naj velja u(a,y) = f(y). Locitev spremenljivk privede do dveh enacb
Xx—AX=01inY,,+2AY=0. Resitev druge enacbe, ki zados¢a
robnima pogojema, je sinVAy, pri cemer VA = nu/b. Prva enacba
in uposStevanje levega robnega pogoja pa zahtevata resitev
sinh VAx. Pri tem je sinh a = (e* — e~%)/2. Iskana funkcija je
superpozicija

(18.30)
nmx | nmy

ulx,y) = c,sinh — sin —.

() 2 " b a
n=1

Koeficiente ¢, izberemo tako, da uresni¢imo desni robni pogoj

fly) =3 ¢, sinh nmia/b - sin nmy/b, to je

b (18.31)

J fy)sin i dy.
) b

ch=—""—
bsinhnmia/b

Ce so robni pogoji predpisani z normalnimi odvodi, od katerih so
vsi razen desnega enaki nic¢, se v resitvi pojavita funkciji cos in
cosh. Pri tem je cosha = (e* + e~%)/2. LocCitev spremenljivk je
mogoca le tedaj, ko sta funkcija ali njen normalni odvod enaka
ni¢ na treh stranicah. Drugace pa zapiSemo funkcijo u kot vsoto
Stirih funkcij, pri katerih je vsakokrat druga stranica razli¢na od
nic.
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Kvadratna opna

Krozna opna

18.8 Amplitudna enacba

Amplitude stojnega valovanje na struni, opni ali v prostorski
votlini opisuje amplitudna enacba

V2A+k?A=0,k=w/c. (18.32)

Za struno dolzine I, vpeto na obeh straneh, se amplitudna enacba
zapise kot
d?A (18.33)
—— +k?A=0.
dx?
Oc¢itno ji zadoScajo sinusni valovi s celim Stevilom polvalov med
obema krajiScema:

A, =sin (k,x) (18.34)
kpl=nm,n=0,1,2...

Struna lahko niha s kakrsnokoli linearno kombinacijo osnovnih
resitev. Rezultat velja tudi za piscal, ki je na obeh straneh odprta,
le da v tem primeru sinuse nadomescajo kosinusi.

Najpreprostejsi dvodimenzionalni primer nudi kvadratna opna
x €[0,al, y€[0, b]l. Amplitudno enacbo zapiSemo v kartezi¢nih
koordinatah

62_A 8%A (18.35)

Resitev iSCemo z nastavkom A(x, y) = X(x)Y(y). Dobimo
X"/X+Y"/Y=—Kk2. To je mozno le, ¢e je vsak izmed obeh ¢lenov
enak konstanti: X"/X = —k,? in Y"/Y = —k,?, pri Cemer k,2 + k,? = k2.
Resitvi teh dveh enacb sta sinus ali kosinus. Da zadostimo pogoju
na mejah x=0 in y =0, izberemo sink,x in sin kyy. Da zadostimo
Se pogoju na mejah x=a in y=b, pa postavimo k, = mm/a in
ky=nn/b, m,n=1, 2,3 ...Iskane resitve so torej

. mIxX _ niy (18.36)

App=sin ——sin —,
a b

Katerakoli izmed teh resitev, recimo A, je dobra, prav tako pa
katerakoli njihova linearna kombinacija. Frekvenca nihanja znasa

w? mi (18.37)

ni
L o2,
2 ( p )2+ ( b )
Za krozno opno p €[0, al, ¢ €[0, 211] zapiSemo amplitudno enacbo
v cilindri¢nih koordinatah, upostevajoc [17.7]:

19 oA 1 9%A (18.38)

S —(p—)+—— +k*A=0.

pap  ap p?ap?
Izberemo nastavek A = R(p)®(¢) ter ga vstavimo vanjo. Ce
dobljeno enacbo pomnozimo $e z p?, postane njen drugi ¢len
(1/@)d?®/d¢?, torej neodvisen od p, zato mora biti enak konstanti,
ki jo zapiSemo kot —n?. Tako dobimo dve loCeni enacbi:


ch17.htm#7

d dR 5 (18.39)
p—(p—)+I[(kp)*—n*]R=0

do  dp
d?o
— +n20=0.
do?
Resitev druge enacbe je sinus ali kosinus argumenta ng. Zanj
moramo upostevati periodi¢ni mejni pogoj @(p) = @(¢ + 2m), kar
pomeni, da mora biti n celo stevilo 0,1,2,3...in

@(p) =cosng. (18.40)

Prvo enacbo polepsamo z vpeljavo spremenljivke kp =t v obliko
t2R" + tR' + [t?2 — n?] = 0. Resitev iS¢emo z nastavkom v obliki
potencne vrste R(t) =t"3 cjt/. Vstavimo ga v enacbo in dobimo
S (n+j)%cit"t + [t2 —n?]3 ¢;jt"* = 0. Koeficiente ¢; moramo zdaj
tako izbrati, da bo enacba veljala. S precej truda najdemo

(18.41)

. (_1)j kp j+n —
Rkp) =, m(;)% =Ja(kp).

Funkcije Jo, J1 ... poimenujemo cilindri¢ne funkcije.

Slika 18.3 Cilindri¢ne
funkcije kot resitve
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Na robu mora biti vsaka cilindri¢na funkcija enaka ni¢. Za
funkcijo J, moramo zato izbrati takSne vrednosti km,
m=1,2,3..., da J,(knma) = 0. Funkcija J,, na primer, ima prvo
niclo pri 2,4, zato mora biti ko; = 2,4/a. Iskana stojna valovanja na

krozni opni so torej

Anm =Jn(Knmp) cosng.
Seveda je resitev tudi katerakoli njihova linearna kombinacija.
Frekvence nihanja pa so w?/c¢? = Kk,m?.

Stojna nihanja na povrsSini in v notranjosti elasti¢ne krogle
opisemo z amplitudno enacbo v sferi¢nih koordinatah [17.8].
Resitev iS€emo v obliki A = R(r)@(8)®(¢). Pricakujemo izjemno
tezko delo, saj je bil Ze izracun za krozno opno zelo zahteven.

(18.42)

Krogla

Zato se ga ne bomo lotili. [
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