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12.1 Integral

Tangenta na krivuljo v izbrani tocki u(x) doloca lokalni
diferencialni trikotnik, sestavljen iz poljubno dolgega kosa te
tangente ds ter iz pripadajocih diferencialov dx in du. Tudi v tocki
u(x + dx) lahko nariSemo lokalni diferencialni trikotnik in tako
naprej. Na ta nacin nariSemo vzdolz krivulje zaporedje

.....

Slika 12.1 Niz diferencialnih trikotnikov.
Vsota diferencialov funkcije du je enaka
du spremembi funkcije Au, ¢e so le diferenciali
u dovolj majhni.

dx

Pri dovolj majhnih dx so diferenciali du prakti¢no enaki lokalnim
spremembam funkcije Au, vsota vseh diferencialov pa je enaka
celotni spremembi funkcije, ki jo tudi oznacimo kot Au:

(12.1)
Au= lim Ydu=[du.
du-0

To je definicija integrala funkcije in s tem zacetek razvoja
integralnega ra¢una (LEIBNIZ, EULER). Da moramo seStevati dovolj
majhne diferenciale, opozorimo z oznako "lim du -0 3" oziroma,
krajSe, z znakom [. V praksi obravnavamo du kot majhno
spremembo funkcije in [du kot vsoto njenih majhnih sprememb.

Ker lahko vsakega izmed zaporednih diferencialov izrazimo z
lokalnim odvodom, velja:

b (12.2)
Jdu= [ u'dx=u)-ua.

a

Integral funkcije u'(x) med krajiS¢nima tockama x=a in x=5b
torej izracunamo tako, da - kakor vemo in znamo - poiS¢emo
primitivno funkcijo u(x), katere odvod je enak integrirani funkciji,

saV v

Integral med dvema zakoliCenima mejama je dolocen: je neko
Stevilo. Lahko si pa mislimo zgornjo mejo spremenljivo; tedaj
postane integral funkcija te meje. Funkcija je odvisna Se od
postavitve spodnje meje: Ce to prestavimo, se spremeni za
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aditivno konstanto. Recemo, da je tak integral brez specificiranih
mej nedolocen in piSemo:

Judx=ux) +C. (12.3)

Diferenciranje je dolo¢anje diferencialov vzdolz znanega grafa.
Integriranje, to pa je dolocanje celotnega grafa iz znanega
zaporedja diferencialov. Integriranje je torej obratna operacija k
diferenciranju.

12.2 Integrali osnovnih funkcij

Integral izracunamo tako, da podintegralsko funkcijo predelamo
v obliko, ko v njej prepoznamo odvod znane funkcije. Na primer:
(nedoloceni) integral x? je enak x3/3 + C, ker je odvod druge
funkcije enak prvi funkciji. Aditivno konstanto ponavadi kar
izpuscamo.

Iz Ze poznanih odvodov osnovnih funkcij (11.5-9) takoj sledijo
naslednji osnovni integrali (aditivna konstanta je izpusc¢ena):

Jcdx=cx (12.4)
Jxsdx= XT; ,s# =1
s

1

—dx=Inx
J

X
fe"dx=e"

fsinxdx = —COS X

fcosxdx =sinx.
Da so izracunani nedolocCeni integrali, torej primitivne funkcije,
res pravilni, se najlazje prepricamo tako, da jih odvajamo, pri
cemer moramo dobiti podintegralske funkcije.

12.3 Pravila integriranja

Integriramo lahko od prve meje k drugi ali obratno. Prav tako
lahko integriramo od prve meje do neke vmesne meje in nato od
te vimesne meje do druge meje. Skoraj samoumevno velja:

b a (12.5)
Judx=- [udx

a b

b c c

Judx+ [udx= [ udx.

a b a

Ker je integriranje nasprotna operacija od diferenciranja oziroma
odvajanja, so z znanimi pravili za odvajanje sestavljenih funkcij
(11.13-17) dolocena tudi ustrezna pravila za integriranje.

Pravilo za odvod s konstanto pomnozene funkcije integriramo na
obeh straneh: [(cu)'dx= [cu'dx. Integral na levi strani je, po
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definiciji, enak cu. Da bo tudi integral na desni strani tak, mora
biti enak c f u' dx. Odvod poljubne funkcije je pravzaprav tudi
poljubna funkcija, zato ni Skode, ¢e v kon¢nem rezultatu namesto
u' zapisSemo kar u (s tem smo poljubno funkcijo zgolj
preimenovali) in dobimo:

Jeudx=cfudx. (12.6)

Pravilo za odvod vsote integriramo na obeh straneh: [(u+v)'dx=
J (u'+v')dx. Integral na levi je, po definiciji, enak u + v. Da bo tak
tudi integral na desni, mora biti enak [u'dx+ fv'dx, to je, veljati

mora

Jwxv)ydx=fudx= [vdx. (12.7)

Pravilo za odvod produkta integriramo na obeh straneh, pri
cemer uporabimo Ze znano pravilo o integralu vsote: [ (uv)'dx =
Ju'vdx + fuv'dx, kar takoj vodi do izreka

Juvdx=uv— [uv'dx. (12.8)

Ce je torej podintegralska funkcija produkt dveh funkcij, od
katerih znamo integrirati eno, jo integriramo samostojno, nakar
jo integriramo Se enkrat, tokrat pomnozeno z odvodom druge
funkcije. Pravimo, da integriramo po delih. Tako, na primer,
izraCunamo integral funkcije x - sin x ali x- e, pri cemer
integriramo kotno ali eksponentno funkcijo, linearno funkcijo pa
odvajanje v nase zadovoljstvo zradira v konstanto.

Integracija veriznega pravila za odvajanje posredne funkcije
pove: fu'(x)dx= fu'(v)v'(x)dx. Upostevamo v'(x) dx =dv,
spremenimo oznako u' v u in dobimo

Ju)dx = fulv()ldv. (12.9)

S tem pravilom o zamenjavi spremenljivke mo¢no razSirimo nabor
funkcij, ki jih zmoremo integrirati. Dober zgled je integral

[ sin (kx) dx. Takoj vidimo: Ce bi za diferencial imeli d(kx), bi imeli
opravka z obliko [sintdt, ki jo znamo integrirati. Pa vstavimo
faktor k pod diferencial! Ker d(kx) =k dx, smo s preoblikovanjem
diferenciala posledi¢no pomnozili podintegralski izraz s k, zato ga
moramo s k Se deliti, pa dobimo (1/k) [ sin (kx) d(kx). Opisanemu
postopku za zamenjavo spremenljivke recemo "spravljanje pod
diferencial".

12.4 Integriranje vrst

Ce nihée ne bi vedel, da je odvod Inx enak 1/x, potem nikakor ne
bi vedeli, kako integrirati [ dx/x. To nas opominja na naslednje:
nobene funkcije ne moremo integrirati, Ce je poprej nismo
pridelali z diferenciranjem cesa drugega. Tako, na primer, Se
nikomur do sedaj ni uspelo - z znanimi funkcijami - integrirati

J exp (—x?) dx. Kaj storiti v takem primeru? Integral - ki je
funkcija zgornje meje - lahko uporabimo kot definicijo te funkcije
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in jo poimenujemo z novim imenom, recimo erf(x). Seveda je ta
definicija zgolj formalna vse dotlej, dokler ne najdemo poti, kako
za vsak x zares izraCunati pripadajoci erf (x).

Pri iskanju poti, kako integrirati "neintegrabilno" funkcijo, se
spomnimo, da jo pravzaprav lahko razvijemo v potencno vrsto
(11.18) in ¢lenoma integriramo. Integriranje potenc je namrec
preprosto. Integrirana vrsta je tudi potenc¢na in konvergira, v kar
se prepricamo s konvergenc¢nim testom. Tako funkcijo, ki smo jo
sprva definirali preko integrala, efektivno redefiniramo preko
ustrezne vrste.

Seveda lahko z razvojem v potencne vrste integriramo tudi
"integrabilne" funkcije. Na zanimiv primer naletimo, ko hocemo
integrirati funkcijo 1/(1 + x?), ki je odvod funkcije arkus tangens,
atan (x). (To ugotovimo, ko izracunamo odvod funkcije tangens
kot kvocienta funkcij sinus in kosinus, nakar izracunamo $e odvod
k tangensu inverzne funkcije.) Ko jo razvijemo v binomsko vrsto
in ¢lenoma integriramo, dobimo vrsto za atan (x), ki konvergira za
|x| = 1. Vemo, da tan (11/4) = 1, zato /4 = atan (1) in vrsta pove:

i 1 1 1 (12.10)

—=l-=+—-—c+..

4 3 5 7
Dobili smo nacin, kako izracunati Stevilo o na toliko decimalnih
mest, kot Zelimo. Konvergenca je sicer pocasna, vendar
zanesljiva.

12.5 Uporaba v geometriji

Enacba u = f(x) opisuje odvisnost dveh splosnih spremenljivk. Naj
bosta do nadaljnjega to dve konkretni spremenljivki in sicer dve
pravokotni ravninski koordinati: vodoravna x in navpicna z.
Enacba z = f(x) tedaj opisuje pravo, geometrijsko krivuljo v
navpi¢ni ravnini, recimo parabolo z = x2. Kaj lahko v tem primeru
povemo o integriranju?

Slika 12.2 Ploscina pod krivuljo. Sestevek
diferencialov dS je enak ploscini pod krivuljo
2(x), ¢e so le diferenciali dovolj majhni.

ds

ds
das

X

Nad vsakim diferencialom dx je "nalozen" ozek trak, segajo¢ do
krivulje. Tak trak, aproksimiran s pravokotnikom, ima plo$¢ino
dS =z dx, in vsota vseh tovrstnih ploscin je enaka celotni ploSc¢ini
pod krivuljo. Velja

S=[zdx. (12.11)


ch11.htm#eq18
pict/area.gif
pict/area.gif

Prostornina vrtenine

Tako racunamo plos$c¢ine krivoc¢rtnih likov. Paziti moramo le na to,
da je ploscina nad abscisno osjo pozitivna in pod to osjo
negativna. PloSc¢ina pod sinusno krivuljo med koordinatama 0 in
21, na primer, je zato enaka nic.

Trivialen primer je premica skozi izhodiSce: z = (h/a)x. Integral za
izraun plo$¢ine ima resitev S = (h/a)x%/2. Ce x=aq, velja S = ah/2,
kakor se za ploscino trikotnika tudi spodobi.

Ce pozitiven kos krivulje zavrtimo okrog abscisne osi, zariS§emo
rotacijsko telo, vrtenino. Okrog vsakega diferenciala dx je zdaj
"razprostrt", kakor raznji¢ na palici, prostorninski element
vrtenine. Ta raznji¢, aproksimiran z valjem, ima prostornino
dV =mnz?dx in prostornina celotne vrtenine znasa

V=mn/2z2dx. (12.12)

Tako dolo¢amo prostornino vrtenin.

z Slika 12.3 Prostornina vrtenine. Sestevek

diferencialov dV je enak prostornini vrtenine
pod krivuljo z(x), ¢e so le diferenciali dovolj
majhni.

av

dv

Preprost zgled je stozec: to je premica z = (r/h)x, zavrtena okrog
abscisne osi. Pri razdalji h je visoka r in dolga I. Integracija od 0
do h potrdi Ze znana rezultata S =nrl in V=mur?h/3. O
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